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1. Системы линейных уравнений с параметром 
 

 
 Примеры                                   
 
 

№1. 
При каком значении a  система 

 

 

2 2 3

2 1 3

a x y

x a y a

  


   
 не имеет решений? 

 

№2. 

 

При каком значении a  система 
 

 

3 4 5

2 4 6

a x y

x a y a

  


   
 имеет бесконечно много решений? 

 

№3. 

 

Найти все значения a , при которых любое решение системы 
2

2 3 1

x y a

x y

 


 
 удовлетворяет 

неравенству 
2 2 3y x  .   

 

№4. 

 

Найти все значения a , при которых любое решение системы 
1

3

ax y

x y a

 


 
 удовлетворяет 

неравенству x y . 

 

№5. 

 

Для системы уравнений 

2

2

2 3 2 6 2

3 2 3 4 3

x y a a

x y a a

    


   
 определите, при каком значении параметра a  

сумма x y  принимает наименьшее значение. 

 

№6. 

 

При каких значениях  а решение системы 
   

   

2 2

2 3

2 2 2 3 16

2 4 2 12

a x a a y a

a a x a y a a

     


    

удовлетворяет 

условию 8 0x y  ? 

 

№7. 

 

При каких значениях a  и b система уравнений 

2 2

2

2

4 4 3

a x by a b

bx b y b

   


  
 имеет бесконечно много 

решений? 
 

№8. 

 
 

Найдите все значения параметра p , при которых найдется не менее двух различных значений 

параметра q  таких, что система 
   
 

2 24 7 12 6 5

1 8 4

p x p p y q q

p x y pq

       


  

, имеет бесконечное 

множество решений. 
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 Решение (примеры)         1. Системы линейных уравнений с параметром 

 

№1. При каком значении a  система 
 

 

2 2 3

2 1 3

a x y

x a y a

  


   
 не имеет решений? 

Решение: 

 

   
 

 
 

    

 

1 2

2 2

1 2

2 2 3 2 2 2 3
,   

2 1 1 32 1 3

1   2 1 4;   2 4 0;   6 0;    3,   1

2 3 2 3 1 1
2   3,   ;   ;    неверно

1 3 4 6 2 2

2 3 2 3
2,   ;   ,

2 1 2 3 1 1

a x y a

a a ax a y a

a a a a a a a a

a
a a

a

     
  

       

              

   
 

   
    

 верно 2a  

 

Ответ: -2. 

№2. При каком значении a  система 
 

 

3 4 5

2 4 6

a x y

x a y a

  


   
 имеет бесконечно много решений? 

Решение: 

 

 
   

    

 

1 2

2 2

1 2

3 4 5 3 4 4 5
,   

2 4 4 62 4 6

1   3 4 8;   12 8 0;   20 0;    5,   4

4 5 4 5
2   5;   ;   , неверно

5 4 5 6 1 1

4 5 4 5 1 1
       4;   ;   ;   ,  

4 4 4 6 8 10 2 2

a x y a

a a ax a y a

a a a a a a a a

a

a

   
  

     

            

   
    

   
 

верно, 4a 

 

Ответ: 4. 

№3. 

 

Найти все значения a , при которых любое решение системы 
2

2 3 1

x y a

x y

 


 
удовлетворяет 

неравенству 
2 2 3y x  .  В ответе указать наибольшее целое значение a . 

Решение:  

 

2

2

2

2   3
,  

2 3 1

1
1)  2 1 ,   

2

6 3 3 3 1
2)    4 1 3 ,   

2 3 1 4

1 3 1
3)  2 3,   2 3

2 4

1 2 3 1
                         3  4

4 2

                         1 2

x y a

x y

a
y a y

x y a a
x a x

x y

a a
y x

a a a

a a

    


 


  

    
    

 

  
     

 

  
  

      2 26 2 12,    8 9 0,   1 9 0,   1;9a a a a a a          

 

Ответ:  1;9 . 
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№4. 

Найти все значения a , при которых любое решение системы 
1

3

ax y

x y a

 


 
 удовлетворяет 

неравенству x y .  

 
Решение:  

   

  
   

2

2

2

2 2 2

1   3 3 3 3

3   3

3 1 3 3

1 3

3 3

1 3 1 3 2
;   ;   0;   0

3 3 3 3

1 2
0,   ; 3 2;1

3

ax y ax y

x y a a ax ay a

x a a y a a

a a
x y

a a

a a a a a a
x y

a a a a

a a
a

a

     
  

     

     

 
 

 

      
   

   

 
     



 

 Ответ:    ; 3 2;1    .  

№5. 

 

Для системы уравнений 

2

2

2 3 2 6 2

3 2 3 4 3

x y a a

x y a a

    


   
 определите, при каком значении параметра a  

сумма x y  принимает наименьшее значение. 

 
Решение:  

 

2 2

2 2

2

2

2 3 2 6 2  3 6 9 6 18 6  
1)   ,   

3 2 3 4 3   2 6 4 6 8 6 

                                                             13  = 26 ,   2

2 3 2 6 2  2
2)  

3 2 3

x y a a x y a a

x y a a x y a a

y a y a

x y a a

x y a

           
 

           

  

    

 

2

2

2 2

4 6 4 12 4  
 ,   

4 3   3 9 6 9 12 9 

                                                             13  =13 13,   1

x y a a

a x y a a

x a x a

      
 

       

  

 

Сумма  
22 2 1 1x y a a a       принимает наименьшее значение при 1a   . 

  Ответ: -1. 
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№6. 

При каких значениях  а решение системы 
   

   

2 2

2 3

2 2 2 3 16

2 4 2 12

a x a a y a

a a x a y a a

     


    

удовлетворяет 

условию 8 0x y  ? 

 
Решение:  

   

   

   

   

    
  

  
 

  

2 2

2 3

2 3 2 3

2 3

3 2 3

2 3

23

2 2

2 2 2 3 16   2
,     8 0

2 4 2 12   

2 2 2 3 16
1)  

2 4 2 12

        2 2 4 2 2 4

        2 2 2 2 4

2 22 4

2 2 2 2 2 2

a x a a y a a
x y

a a x a y a a a

a a x a a y a a

a a x a y a a

y a a a a a

y a a a a

a aa a
y

a a a a

       


 
     



     
 

    

    

   


 

     

   

   

  

  
  
  

 
 

 
   

 

2 2

2 2 4 2

2 4 2

2 2 24 2

2 2

22 2

2

2 2 4 2 6 32
2)   

2 4 2 12

            2 2 18 32

2 16 1618 32

22 2 2 2

16 48 16
3)   8 0;     8 0;   0,   0,   

2 2 2 2

a

a

a x a a y a

a a x a a y a a

x a a a a

a a aa a
x

aa a a a

a aa a a
x y a

a a a a




     
 

    

    

   
  

   

  
       

   
   ;2 4 

 

Ответ:    ;2 4  . 

№7. 

 

При каких значениях a  и b система уравнений 

2 2

2

2

4 4 3

a x by a b

bx b y b

   


  
 имеет бесконечно много 

решений? 
 

 
Решение:  

2 2

2

2
2

2 2

1 2

2

4 4 3

1
1) ;  4,  2

4

1 4 2
2) Если 2,  

4 3

4 3 4 2 ,   2 7 4 0,   49 32 81

7 9 1
                               ;  4,  

4 2

a b a b

b b b

a
a a

b b

b
a

b b

b b b b b D

b b b

 
 
 

   


  



        

 
   

 

Ответ: 1 2

1
2,  4,  

2
a b b     . 
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№8. 

Найдите все значения параметра p , при которых найдется не менее двух различных 

значений параметра q  таких, что система 
   
 

2 24 7 12 6 5

1 8 4

p x p p y q q

p x y pq

       


  

, имеет 

бесконечное множество решений. 
 

Решение:  

  

2 2
1 2

1 2

2
1 2 12

1 2 2

7 44 7 12 6 5
)  ,      

12 31 8 4

4 34
     ,   1

1 8

0 0 1
Если 4,  то ,  0 0 верно

3 8

6 10 6 5
6 5 0,   

5 53 16

Проверка: 

0
4,  1   

p p pp p p q a
a

p p pp pq

p pp
p

p

p

q q qq a
q a

q q qq

x
p q

       
   

   

 
 




  

    
      

   


   

 

0 0
 Любая пара чисел ;  является решением системы.

3 8 16

0 0 0
4,  5   Любая пара чисел ;  является решением системы.

3 8 80

При 4,  1 или 5 и система имеет бесконечное множеств

y
x y

x y

x y
p q x y

x y

p q q

  


 

   
  

 

  

     

  

  

  

2 2

2

1 2 12

1 2 2

2

о решений

1 8 4
) 

4 7 12 6 15

1 8 4
   

4 4 3 1 5

4, 3 1 3 8,   4 3 8 0

4 5
4 5 0  

5 1

4 8 20
Если 5,  то 

1 1 2 1 5

11 101
1 5 5 11 5 0

2

П

p pq
б

p p p q q

p pq

p p p q q

p p p p p p

p p p
p p

p p p

q
p

q q

q q q q q q


 

    


 

    

         

   
    

     

  
  


        

2

2
2

2 6 511 101
ри 5 и    система имеет бесконечное множество решений.

2 2 5

Подставим в систему уравнений значение 1, получим

6 5
5 20 6 5 4

 . 5
2 8 4

4 2

Сис

x y q q
p q

x y q

p

q q
x y q q x y

x y q
x y q

    
  

 

 

  
      

  
      

2 6 5
тема имеет бесконечное множество решений, если  2  

5

q q
q

 
 



 

Ответ: 4 и 5. 
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  Тест             1. Системы линейных уравнений с параметром 

 
№1. 

 
 

Определить значение параметра p , при котором система 
8 4 1

9 3

x y

x py

   


 
  не имеет решений. 

 

№2. 

 

Определить значение параметра p , при котором система  
3 3 5

7 7

x y

x py

   


 
 не имеет решений. 

 

№3. 

 

При каком значении a  система 
 

 

1 3 2

2 8 2

a x y

x a y a

  


   
 не имеет решений? 

 

№4. 

 

При каком значении a  система 
 

 

3 5 1

2 14 6

a x y

x a y a

  

    

 имеет бесконечно много решений? 

 

№5. 

 

Найти все значения a , при которых любое решение системы 
2 3

x y a

x y

 


 
 удовлетворяет 

неравенству
2y x . 

 

№6. 

 

Найти все значения a , при которых любое решение системы 
2

2

ax ay

x y a

 


 
 удовлетворяет 

неравенству 4x y  . 

 

№7. 

 

При каких значениях p  и q  система уравнений 
3 5

4 6 5

px qy p

qx py q p

  


  
 имеет бесконечно много 

решений? 
 

№8. 

 

При каких значениях a  и b  система уравнений 

2 2

2

2 8

2,25 5

b x ay b a

ax a y a

   


  

 имеет бесконечное  

множество решений?  
                     

№9. 

 

При каких значениях a  решение системы 
   

   

2 2

2 3

1 9 2

3 1 18

a x a a y a

a a x a y a a

     


    

 удовлетворяет 

условию 2 0x y  ? 
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 Ответы (тест)            1. Системы линейных уравнений с параметром 

 
№1 №2 №3 №4 №5 №6 №7 №8 №9 

 
-4,5 

 
7 

 
7 

 
-4 

15
0,

4

 
 
 

 

 

 

3,0 ;

1,





 

10,  20;

10 20
,  

11 11

p q

p q

 

  
 

9 9
;1 ; ; 1 ;

8 8

1 1
;1 ; ; 1

4 4

   
     
   

   
   

   

 

 

 

3 ;

1;




 

 

 Решение (тест)           1. Системы линейных уравнений с параметром 

 

№1. Определить значение параметра p , при котором система 
8 4 1

9 3

x y

x py

   


 
 не имеет решений. 

Решение: 

8 4 1 8 4 1 2 1
,   ,   ,   4,5

9 3 9 3 9

x y
p

x py p p

   
       

 
                                                                    Ответ: -4,5. 

№2. Определить значение параметра p , при котором система  
3 3 5

7 7

x y

x py

   


 
 не имеет решений. 

Решение: 

3 3 5 3 3 5
,   ,   7

7 7 7 7

x y
p

x py p

   
     

 
.                                                                                              Ответ: 7. 

№3. При каком значении a  система 
 

 

1 3 2

2 8 2

a x y

x a y a

  


   
 не имеет решений? 

Решение:  

   2

1 2

1 3 2

2 8 2

1) 1 8 6,   9 14 0,   2,  7

2 1 2 1 1
2) 2,  ,   ,  неверно

2 2 2 2 2

7 1 2 6 2
    7,  ,   ,  верно

2 7 2 2 9

a

a a

a a a a a a

a

a


  

 

        


  




  



 

    Ответ: 7. 

№4. При каком значении a  система 
 

 

3 5 1

2 14 6

a x y

x a y a

  

    

 имеет бесконечно много решений? 

Решение: 

   2

1 2

3 5 1

2 14 6

3 5
1) ,   3 14 10,   17 52 0,   4 13

2 14

5 1
2) 

14 6

5 1 1 1
     4,  ,  ,  верно

10 2 2 2

5 1
     13,  ,  неверно

1 7

a

a a

a
a a a a a a

a

a a

a

a


 

  


           

 


 

   

  


 

Ответ: -4. 
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№5. 

Найти все значения a , при которых любое решение системы 
2 3

x y a

x y

 


 
 удовлетворяет 

неравенству
2y x . 

 
Решение:  

 
2 2

2 2

3 3
3

3 3
1)  ,   ,   ,   ,   3

2 3 3 3 3 2 3

3 3

2 3 3 4 12 9 3
2)  ,   ,   0,   4 15 0,   4 15 0

3 3 9 3

a a
a x x

x y a x y a x

x y x a a a
x y a y a y

a a a a a
y x a a a a

  
            

    
                

     
        

 

 

  Ответ: 
15

0,
4

a
 

 
 

.  

№6. 

 

Найти все значения a , при которых любое решение системы 
2

2

ax ay

x y a

 


 
 удовлетворяет 

неравенству 4x y  . 

 
Решение:  

 

 

2

2

2 2 2

2

2 2 2 2

2 2
1)  ,   

2   2

                                             2

2 2 2
2

,   ,   ,   
2 2 2 4 4

2

ax ay ax ay

x y a a ax ay a

ay a

a a a
y y ya

ay a a
a

a a a a
x y a x xx a

a aa

    
 

        

  

    
        

   
             

  2 2 2 2 1 34 2 2 4 6 2 3
2)  4,  то 4,   0,   0,   0

a aa a a a a a
x y

a a a a a



       
      

 

Ответ:    3,0 ; 1,a   . 

№7. 

 

При каких значениях p  и q  система уравнений 
3 5

4 6 5

px qy p

qx py q p

  


  
 имеет бесконечно много 

решений? 
Решение: 

2 2

3 5
  При 0 и 0 система решений не имеет.

4 6 5

2
1) 4

2

3 5
2) 2 ,  10,  20

2 6 2 5

3 5 10 20
3) 2 ,  ,  

2 6 2 5 11 11

p q p
p q

q p q p

q p
p q

q p

p p
q p p q

p p p

p p
q p p q

p p p


   




  

 


    

 


      

   

 

Ответ: 
10 20

1) 10,  20;  2) ,  
11 11

p q p q     .  
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№8. При каких значениях a  и b  система уравнений 

2 2

2

2 8

2,25 5

b x ay b a

ax a y a

   


  
 имеет бесконечное  

множество решений?                   
Решение: 

 

 

2 2

2

2

2

2
2

2

2

2

1 2

1 1 1 2

2 8

2,25 5

0 0
1     Если 0,  0,  то 

0 2,25

1
      ;   1

2 8 1 2 8
2   1,   ;   ;

2,25 5 2,25 5

9 1
 8 7 2,25 0,   49 72 121,     

8 4

9 9
  1;     1;  

8 8

b a b a

a a a

b a
a b

a a

b
b

a a

a a a
b

a a a a

a a D a a

a b a b


 




   



 

 
  

 

        

       2 1 2 2

1 1
   1;    1

4 4
a b a b    

 

Ответ: 
9 9 1 1

;1 ;  ; 1 ;  ;1 ;  ; 1
8 8 4 4

       
          
       

. 

 
 

№9. 

 

При каких значениях a  решение системы 
   

   

2 2

2 3

1 9 2

3 1 18

a x a a y a

a a x a y a a

     


    

 удовлетворяет 

условию 2 0x y  ? 

Решение: 

   

   

   

   

  

  
 

  

   

2 2

2 3

2 2 3

2 3

2 3

23

2 2

2

2

1 9 2       3

3 1 18    

1 9 2
1)  

3 1 18

           1 3 3 9

3 33 9 3 3
,   

1 11 3 1 3

3 1 3 1 27 6
2)  

a x a a y a a

a a x a y a a a

a a x a a y a a

a a x a y a a

y a a a a

a aa a a a
y y

a aa a a a

a x a a y a

a a

       



     


     
 

    

   


   

    

    


   

  

  
  

 
   

4 2

2 4 2

2 2 2 2

2

22 2

1 3 1 18

           1 3 12 27

9 3 9 9
           ,    

1 11 3

39 3 9 6
3)  2 0,  2 0,  0,   0,  3 1;

1 1 1 1

x a a y a a

x a a a a

a a a a
x x

a aa a

aa a a a
x y a

a a a a




   

    

   
  

  

  
          

   

 

Ответ:    3 1;   . 
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2. Аналитические приемы решения систем уравнений с параметром 
 
 
 

 Примеры                                   

№1. 

 
 
 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 
 2 2

2

5 2 2

2 5

x y x y

a ax ay

    


  

 

имеет решение. 
 

№2. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

2 22 3

2 3

x y z x y

x y z a

    

   

 имеет 

единственное решение. 
 

№3. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

   
2 2 5

2 2 2
2

1

x a y a a

x y a


      


   

 имеет единственное решение. 

 

№4. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

   2 2 3 1 0

1

a x y ax a y

xy y x

      


  

 имеет ровно четыре различных решения. 

 

№5. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 
  2

2 2

2 2 2y a x ax a

y x

     




 

имеет ровно четыре различных решения. 
 

№6. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

4 2 2

2 1

x y a

x y a

  


  

 имеет ровно 

четыре различных решения. 
 

№7. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

     

5 3
3 2

2 4 3 4 2 3

y y
x x

y y x ax xy a


    


     

 имеет больше трех решений. 

 

 
№8. 

 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 
 

 

2

2

2 2 1

2 2 1

y a x ax a

x a y ay a

     


    

 

имеет ровно одно решение. 
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№9. 
При каких значениях параметра a  система уравнений 

 

 

2 2

2 2

2 1 3

2 1 3

x a x a y

y a y a x

     


    

 имеет 

единственную пару решений. 
 

№10. 

 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

   

2 2

2 2 4

2 2 5

5

x y xy

x a y a a

  


   

 

имеет ровно два решения. 
 

№11. 

 

Найти все значения параметра   из интервала  0; , при каждом из которых система 

 2 2 2

2

4 sin 8sin 2sin 1

2sin 4sin

x y x y

x y

y x

  

 

      



  


   имеет единственное решение. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Решение (примеры)    2. Аналитические приемы решения систем уравнений с  

                                        параметром   

 

 

№1. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 
 2 2

2

5 2 2

2 5

x y x y

a ax ay

    


  

 имеет 

решение. 
 

Решение: 
 
Преобразуем первое уравнение системы: 

   
2 22 24 4 2 1 0,   2 1 0x x y y x y          . 

Данное уравнение имеет только одно решение 2,  1x y  . Подставим данные значения во второе 

уравнение системы: 
2 4 5 0;   5,   1a a a a      . 

Ответ: 5;  1 . 
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№2. 
Найдите все значения a , при каждом из которых система 

2 22 3

2 3

x y z x y

x y z a

    

   

 имеет 

единственное решение. 
 

Решение: 
 
Исключим из системы уравнений переменную z . 

 2 2 2 2

2 2

2 3   3 3 3 3 6 9
,     

2 32 3

                                                        4 6 9

x y z x y x y z x y

x y z ax y z a

x y x y a

            
 

       

     

 

Получившееся уравнение с двумя переменными рассмотрим как квадратное относительно x . 

 

2 2

2 2

6 4 9 0

4 6 9 54 6 6 4
4

x x y y a

D
y y a y y a

    

        
 

Оно будет иметь единственное решение (оно значение x ), если 0D  ,  

 
2 254 6 6 4 0,   27 3 3 2 0y y a y y a         . 

Получили квадратное уравнение относительно переменной y , которое будет иметь единственное решение 

при 0D  ,  9 4 27 3 2 324 225D a a        ,  
25

324 225 0,   
36

a a    . 

Поскольку все три переменные входят в уравнение системы 2 3x y z a     линейно, то при найденном 

значении  имеем  единственные значения x  и y , следовательно, и значение z  будет также 

единственно. 
Ответ: -25/36.  

 

№3. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 
   

2 2 5
2 2 2

2

1

x a y a a

x y a


      


   

 

имеет единственное решение. 
 

Решение: 
 

Выразим из второго уравнения 1y a x    и подставим его в первое: 

     

 

2 22

2 2 2

2 2

5
2 2 2 2 2 1 2

2

5
4 4 4 8 4 2 1

2

2 2 2 3 4 9 2,5 0

x a x a x a a a

x ax x a a x x a

x x a a a

           

         

     

 

Поскольку y  однозначно выражается через x , каждому корню этого уравнения будет соответствовать 

единственное решение исходной системы. Значит, система имеет единственное решение тогда и только 
тогда, когда дискриминант равен нулю: 

     
2 2 2 2

2

2 3 2 4 9 2,5 4 6 4 2 2 3 2
4

2 3 2 0;   0,5  2

D a a a a a a a

a a a a

            

     

 

Ответ: -0,5 и 2. 
 
 
 
 

 
 

a
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№4. 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

   2 2 3 1 0

1

a x y ax a y

xy y x

      


  

 имеет ровно четыре различных решения. 

 
Решение:  

     

 

2 2 3 1 0  1

1                                  2

a x y ax a y

xy y x

      


  

 

Рассмотрим уравнение (2) из системы. 

      1 ,   1 0,   1 1 0,   1 1 0;     1    1xy y x xy y x y x x x y x y                 . 

Тогда исходная система представляет собой совокупность двух систем 

а) 
   2 2 3 1 0 

1                                        

a x y ax a y

x

      




  или  б)  
   2 2 3 1 0 

1                                        

a x y ax a y

y

      


 

. 

 Исходная система будет иметь ровно четыре различных решения, если каждая система из совокупности (а) 
и (б) имеет ровно два различных решения, и при этом решения систем (1) и (2) не совпадают. 

а) 
         2 2 23 1 0 1 3 1 0  *

,   
1                                        1

a x y ax a y a y a a y

x x

             
 

   

 

       2 2*     1 3 1 0,    3 1 0a y a a y ay a y           

Если 0a  , то получим линейное уравнение 3 1 0y   , которое имеет единственное решение 
1

3
y  . 

Занчит, при 0a   система уравнений (а) имеет одно решение 
1

1;
3

 
 
 

. 

Если 0a  , то квадратное уравнение  2 3 1 0ay a y     имеет два корня при  0D  , тогда и система 

(а) тоже имеет два решения. 

    
2 1

3 4 0,   1 9 0,   
9

a
a a a a

a


      


. 

б) 
         2 2 23 1 0 1 3 1 0  **

,   
1                                        1

a x y ax a y a x ax a

y y

             
 

    

 

     2 2
   **    1 3 1 0, 4 0  a x ax a ax ax          

Если 0a  , то получим неверное числовое равенство. 

Если 0a  , то квадратное уравнение 
2 4 0ax ax    имеет два корня при  0D  , тогда и система (б) 

тоже имеет два решения. 

 2 2
16

4 4 0,   16 0,   16 0,   
0

a
a a a a a a

a


        


. 

Исключим совпадение решений систем (а) и (б). 

Если 1x   и 1y   , то подставим эти значения в уравнения  2 3 1 0ay a y     и 
2 4 0ax ax   , то 

получим неверное числовое раченство. Значит, совпадения решений нет. 
Исходная система уравнений имеет ровно четыре различных решения при  

1

9 0
,   

160

16

a

a a

aa

a

 


 
 

 
 

 

Ответ:    ;0 ; 16;  . 
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№5. Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

  2

2 2

2 2 2y a x ax a

y x

     




 имеет ровно четыре различных решения. 

 
Решение: 

 

 
 

 
 

2

2

2

2 2 2
  1

2 2 2

2 2 2
  2

y a x ax a

y a x ax a y x

y x y a x ax a

y x

     


       
 

        
  

 

Если 2a   , то система 

4 4y x

y x

y x

  



  

имеет 

только два решения (см. рисунок). 

Если 2a   , то исследуем количество решений 

каждой системы из совокупности. 
Исходная система будет иметь ровно четыре 
различных решения, если каждая система из 
совокупности (1) и (2) имеет ровно два различных 
решения, и при решения систем (1) и (2) не 
совпадают. 
Квадратные уравнения в сиситемах имеют по два 
различных решения, если их дискриминант 
положителен.  

 
 

 

   

    

2

2

2

2

2 2 2
1  

2 2 2

2 2 1 2 0

2 1 4 2 2 17 4

y a x ax a

y x

a x ax a x

a x a x a

D a a a a

     




    

     

       

 

17
0,   17 4 0,   

4
D a a     

 
 

 

   

    

2

2

2

2

2 2 2
2  

 2 2 2 ,

 2 2 1 2 0

2 1 4 2 2 17 4 ,

17
0,   17 4 0,   

4

y a x ax a

y x

a x ax a x

a x a x a

D a a a a

D a a

     


 

     

     

      

    

 

Исключим совпадение решений системы (1) и (2). Для этого решим систему уравнений  

   

   
     

2

2

2 2 1 2 0
,   2 1 2 1 0,   2 1 2 1 0,   0

2 2 1 2 0

a x a x a
a x a x x a a x

a x a x a

      
        

     

. 

Подставив в исходную систему 0x  , получим 0y   и 2a  . 

Итак, при  
17 17

; 2 ; 2;2 ; 2;
4 4

a
   

      
   

 система имеет ровно четыре различных решения. 

Ответ:  
17 17

; 2 ; 2;2 ; 2;
4 4

a
   

      
   

. 
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№6. 
Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

4 2 2

2 1

x y a

x y a

  


  

 имеет 

ровно четыре различных решения. 
 

 
Решение:  
Исходная система равносильна системе уравнений:  

 
2 4 24 2 2

22

2 2 1 2 1 01
;   

11

x a x ax a x a

y a xy a x

          
 

     

 

Таким образом, исходная система уравнений имеет ровно четыре различных решения тогда и только тогда, 
когда биквадратное уравнение 

4 22 2 1 2 1 0x a x a      

имеет ровно четыре различных корня. Это выполняется, когда квадратное уравнение  2t x  

22 2 1 2 1 0t a t a      

имеет ровно два положительных корня. 
Чтобы полученное квадратное уравнение имело два корня, его дискриминант должен быть положительным: 

   
2 2

1 2
4 1 8 2 1 0,   2 1 0

1 2

a
a a a a

a

  
        

 

. 

Чтобы корни полученного квадратного уравнения были положительны, необходимо выполнение следующих 
условий 

1 1 2

2 1 2

1 0
0 0 1

;   ;   ;   ;   0,5 2 1
0 0 0,50

2

a
t t t a

aa
t t t a

  
      

    
       



. 

Таким образом, исходная система уравнений имеет ровно четыре решения при 

   0,5;1 2 ; 1 2;a     . 

  Ответ:    0,5;1 2 ; 1 2;    . 

 
№7. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

     

5 3
3 2

2 4 3 4 2 3

y y
x x

y y x ax xy a


    


     

 имеет больше трех решений. 

 
Решение:  

Преобразуем второе уравнение системы      2 4 3 4 2 3y y x ax xy a     . 

     

  

2 22 8 3 12 2 3 0

3 2 4 3 2 3 2 0

3 2 4 0

3
3 2 0

,   2
4 0

4

y y ax x axy xy

ax x y x y y x y

x y ax y

x
x y y

ax y
y ax

     

     

   


   

     

 

Получим совокупность двух систем: (1) 

5 3
3 2

3

2

y y
x x

x
y


    


 


     или (2) 

5 3
3 2

4

y y
x x

y ax


    


  

. 
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В системе (1) подставим второе уравнение в первое и решим его. 
2 2

2

2
2

2 2

2

2 2

5 3 3 3 10 6 3 3 4 6
3 2 ,   

2 2 2 2

10 6 3
0

3 6 102 3 6 100 0
10 6 3 3 4 6

;   ;   
6 10 4 0 12 2

2,   ,   8
2 16 310 6 3 3 4 6

2 2

x x x x
x x

x x x x

x x

x xx x x
xx x x x x

x xx x
x x x

xx x x x

x x

   
     

  
              
                      



 

Проверкой установмим, что 
1

3
x    не удовлетворяет неравенству из системы, поэтому решением являются 

только 8x    и 2x  . Тогда решением системы (1) являются пары чисел  8; 12   и  2;3 . Значит, 

исходная система при любых значениях a  имеет два решения. 

Исключим совпадение решений системы (1) и (2). 

Если 8x    и 12y   , то  4,  12 8 4,   2y ax a a        . 

Если 2x   и 3y  , то 
1

4,  3 2 4,   
2

y ax a a       . 

Рассмотрим систему (2). 

5 5
3 0 3 0

5 3
3 2 5 3 5 3

;   (а) 3 2   или  (б) 3 2  

4
4 4

y y
x x

y y
y y y yx x

x x x x
y ax

y ax y ax

 
      

  
      

            
        

 
 

 

 Случай (а):   
2

5 5 5
53 0 3 3

3

5 3 1 5 1 5
3 2 ,   ,   4 ,  2 3 2 0

2 2
1 5

4 4 1 5
2

2

y y y
yx x x

x

y y y ax ax x
x x x x

y ax y ax y
y x

x

  
            
   

               
   

        
     

  

 

Исследуем второе уравнение системы 
22 3 2 0ax x    на количество корней. 

Если 0a  , то 
2

,  4
3

x y    (неравенство из системы верно). Всего исходная система будет иметь три 

решения. 

Если 0a  , то уравнение 
22 3 2 0ax x   - квадратное  и оно имеет два различных корня при 0D  . 

 
9

9 4 2 2 9 16 ,   9 16 0,   
16

D a a a a           . Тогда исходная система уравнений имеет четыре 

решения. 

Случай (б):    

5
3 0

5 3
3 2 ,   8

4

y
x

y y x
x x

y ax


  




       


 



.  Совпадение решения с решением системы (1). 

Исходная система имеет больше трех решений при 
9 1

,   ,   0,   2
16 2

a a a a      . Получим, что 
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   
9 1 1

; ; ;0 ; 0;2 ; 2;
16 2 2

a
   

       
   

.                                  Ответ:    
9 1 1

; ; ;0 ; 0;2 ; 2;
16 2 2

   
      
   

. 

 

№8. 

 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 
 

 

2

2

2 2 1

2 2 1

y a x ax a

x a y ay a

     


    

 

имеет ровно одно решение. 
 

Решение: 

Система не изменится, если поменять x  и y  местами. Следовательно, система имеет единственное 

решение, только если x y . Получаем уравнение:   22 2 1x a x ax a     ,   22 2 1 0a x ax a     . 

Это уравнение должно иметь единственный корень. 

Если 2a   , получим линейное уравнение 5 3 0x  , которое имеет единственное решение 0,6x   . 

Решением системы является пара  0,6; 0,6  . 

Если 2a   , то дискриминант должен равняться нулю: 

    
2

2 1 4 2 1 0

9
      8 9 0,    

8

a a a

a a

    

   
 

При 
9

8
a   получаем 

225 10 1
0

8 8 8
x x   , откуда 0,3x   . Тогда решением системы является пара 

 0,2; 0,2  . 

Покажем, что в этих случаях нет иных решений, где x y . Вычтем второе уравнение системы из первого и 

разделим полученное уравнение почленно на 0x y  : 

  1 2 2a x y a     . 

При 2a    получается, неверное числовое равенство – решений нет. 

При 
9

8
a   получаем 

26

25
y x   . Подставим это выражение в первое уравнение системы: 

 
2 226 25 9 1 233

,   25 26 0
25 8 4 8 25

x x x x x         -  корней нет.                                          Ответ: 
9

2;  
8

 . 

 

№9. 

 

При каких значениях параметра a  система уравнений 
 

 

2 2

2 2

2 1 3

2 1 3

x a x a y

y a y a x

     


    

имеет 

единственную пару решений. 
 

Решение: 

Заметим, что при замене в уравнениях переменных x  на y , система не изменится. Значит, если  0 0;x y 

решение, то и  0 0;y x . Система будет иметь единственное решение при x y . Заменим  x  на y  в 

уравнении системы, получим квадратное уравнение  2 22 1 3 0x a x a x      , которое  имеет 

единственное решение, если 0D  . 

 

   

2 2

2 2 2 2

2 2 3 0

1 3 2 1 3 2 4
4

0,   2 4 0,  2

x x a a

D a a a a a a

D a a

    

          

    

 

При 2a    получим  
22 2 1 0,   1 0,   1x x x x       . Тогда система имеет решение  1; 1  . 

Покажем, что в этом случае нет иных решений, где x y . 
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 

 

  

       

  

2 2

2 2

2 2

2 1 3

2 1 3

2 1

2 1 0

2 1 1 0

    2

x a x a y

y a y a x

x y a x y y x

x y x y a x y x y

x y x y a

x y y x a

     


    

     

       

     

   

 

 

При 2a    получаем 4y x   . Подставим это выражение в первое уравнение системы: 

     
22 22 2 1 2 3 4,   4 5 0x x x x x              -  корней нет. 

Ответ: -2. 

№10. 

 

Найти все значения , при каждом из которых система уравнений 

   

2 2

2 2 4

2 2 5

5

x y xy

x a y a a

  


   

  

имеет ровно два решения. 
 

Решение: 

Рассмотрим первое уравнение из системы 
2 22 2 5x y xy   как квадратное относительно x . Найдем его 

корни.  
2 2 2 2 2

1 2

2 5 2 0,   25 4 2 2 9

5 3
,   2 ,   

4 2

x y x y D y y y

y y y
x x y x

        


  

 

Получим совокупность двух систем  

   
2 2 4

2

5

x y

x a y a a




   

  или 
   

2 2 4

2

5

y x

x a y a a




   

. 

Заметим, что вторая система в совокупности получается из первой заменой x на y , а  на . Значит, если 

первая система имеет решение  0 0;x y , то решением второй будет пара  0 0;y x . Следовательно, исходная 

система уравнений имеет ровно два решения тогда и только тогда, когда система 

   
2 2 4

2

5

x y

x a y a a




   

 имеет ровно одно решение. 

       
2 2 2 2 2 4 24 4

2 2 2
,   ,   

5 6 5 2 05 2 5

x y x y x y

y ay a ax a y a a y a y a a

    
  

             

. 

Система имеет ровно одно решение, если второе уравнение системы имеет единственное решение, это 

выполнится, если ,      2 4 2 4 2 29 5 5 2 25 5 1 5 1
4

D
a a a a a a a a            

  2 1 1
5 1 5 1 0;      0,   ,   

5 5
a a a a a a        

При 0a   получаем, что последняя система имеет  0;0 , что не подходит, поскольку оно единственно. 

При 
1

5
a   получаем, что последняя система имеет решение 

6 3
;

25 25

 
 
 

, а значит, исходная система имеет 

ровно два решения. 

При 
1

5
a    получаем, что последняя система имеет решение 

6 3
;

25 25

 
  
 

, а значит, исходная система 

имеет ровно два решения.                                                                                         Ответ: 
1 1

;   
5 5

a a   . 

a

y x

0D 
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№11. 

Найти все значения параметра   из интервала  0; , при каждом из которых система 

 2 2 2

2

4 sin 8sin 2sin 1

2sin 4sin

x y x y

x y

y x

  

 

      



  


   имеет единственное решение. 

 
Решение: 

Пусть sina  , тогда система примет вид  

 2 2 2

2

4 8 2 1

2 4

x y x y a a a

x y
a a

y x

      



  


. 

Заметим, что при замене переменной x  на y  система уравнений не меняет свой вид, значит она 

симметрична относительно входящих в нее переменных. Тогда, если пара  ;x y  является решением, то 

 ;y x  тоже решение. Следовательно, единственное решение может иметь вид  ;x x , где 0x  . Тогда 

 2 2 2 2 2

2

4 8 2 1 2 8 8 2 1 0

1
,   12 4

2

x x a x x a a x ax a a

x x
a aa a

x x

            
 

 
     



. 

При 1a    первое уравнение системы примет вид 
22 8 11 0x x    и оно не имеет решений. 

При 
1

2
a   первое уравнение системы примет вид 

2 2 1 0,   1x x x    . Проверкой, подставив в систему 

1

2
a  , установим, что пара решений  1;1  действительно является единственной. 

     

 

2 2
2 2

2

2 2 0
1 1 0 1

,   ,   
12 0

x y x y
x y x

x y
yx y

y x

            
  

    

. 

Вернемся к замене sina   и решим уравнение 
1

sin
2

   при  0;  . Получим, что 
6


   и 

5

6


                                                                                                                                            

Ответ: 
6


 и 

5

6


. 
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 Тест            2. Аналитические приемы решения систем уравнений с параметром  

№1. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 
 2 2

2

10 2 3

2 6

x y x y

a ax ay

    


   

 имеет 

решение. 
 

№2. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 

2 22 4

2 3

x y z x y

x y z a

    


   
 имеет 

единственное решение. 
 

№3. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 
   

2 2 7
3 2

2

1

x a y a a

x y a


      


   

 

имеет единственное решение. 
 

№4. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

      2 21 1 1 2 0

1

a x y a x a y

xy x y

        


  

 имеет ровно четыре различных решения. 

 

№5. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

4 2 2

2

1

1

x y a

x y a

   


  

 имеет ровно 

четыре различных решения. 
 

№6. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

     

4 2
2 3

2 2 3 2 2 3

y y
x x

y y x ax xy a


    


     

 имеет больше трех решений. 

 

№7. 

 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

   

   

2

2

2 2 1 3

2 2 1 3

y a x a x a

x a y a y a

      


     

  имеет ровно одно решение. 

 

№8. 

 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

   

2 2

2 2 4

3 3 10 0

10

x y xy

x a y a a

   


   

 

имеет ровно два решения. 
 

№9. 

 

При каких значениях параметра a система уравнений 
 4

2 2

1 1

1

a x y x

x y

    


 

 имеет единственное 

решение? 
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 Ответы (тест)  2. Аналитические приемы решения систем уравнений с параметром           

 
№1 №2 №3 №4 №5 №6 №7 №8 №9 

 

3;  2 

 

5

96
  

 
1 и 9 

 

 3; 1   

 

 ; 3    
25

; 1,5 ; 1,5;0 ;
16

19 19
0; ; ;

6 6

 
   
 

   
   

   

 

7
; 2

3
   

1 1
;  

5 5
  

 
2 

 

 

 

 Решение (тест)   2. Аналитические приемы решения систем уравнений с параметром           

 
 

№1. 
Найдите все значения a , при каждом из которых система 

 2 2

2

10 2 3

2 6

x y x y

a ax ay

    


   

 имеет 

решение. 
 

Решение: 
Преобразуем первое уравнение системы: 

   
2 22 22 1 6 9 0,   1 3 0x x y y x y          . 

Данное уравнение имеет только одно решение 1,  3x y  . Подставим данные значения во второе 

уравнение системы: 
2 5 6 0;   3,   2a a a a       . 

Ответ: 3;  2  . 

№2. 
Найдите все значения a , при каждом из которых система 

2 22 4

2 3

x y z x y

x y z a

    


   
 имеет 

единственное решение. 
 

Решение: 
Выразим переменную z  их каждого уравнения системы и решим получившееся квадратное уравнение 

относительно переменной x . 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

4

4 22 ,   
2 32

3

12 3 2 0

1 4 12 3 2 144 48 96 1

x y x y
z

x y x y a x y

a x y
z

x x y y a

D y y a y y a

   
     


  



    

          

 

Единственное решение квадратного уравнения при 0D  . 

       

2

2 2 2 2 2 2

144 48 96 1 0

24 144 96 1 24 12 12 96 12 4 1 96 12 5 96
4

5
0,   5 96 0,   

96

y y a

D a a a a

D a a

    

               

    

 

Поскольку все три переменные входят в уравнение системы 2 3x y z a    линейно, то при найденном 

значении  имеем  единственные значения x  и y , следовательно, и значение z  будет также 

единственно.                                                                                                                            Ответ: 5
96

 . 

a
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№3. 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 
   

2 2 7
3 2

2

1

x a y a a

x y a


      


   

 

имеет единственное решение. 
 

Решение:  

Выразим из второго уравнения 1y x a    и подставим его в первое: 

     

 

2 22

2 2 2

2 2

7
2 3 3 1 2

2

2 6 6 9 2 1 3,5

2 2 2 7 6,5 0

x a x a x a a a

x ax x a a x x a

x x a a a

            

         

     

 

Поскольку y  однозначно выражается через x , каждому корню этого уравнения будет соответствовать 

единственное решение исходной системы. Значит, система имеет единственное решение тогда и только 
тогда, когда дискриминант равен нулю: 

   
2 2 2

2 2

2 2 7 6,5 10 9
4

10 9 0;   10 9 0;   1  9

D a a a a a

a a a a a a

        

        

 

    Ответ: 1 и 9. 

№4. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

      2 21 1 1 2 0

1

a x y a x a y

xy x y

        


  

 имеет ровно четыре различных решения. 

 
Решение:  

        

 

2 21 1 1 2 0  1

1                                                  2

a x y a x a y

xy x y

        


  

 

Рассмотрим уравнение (2) из системы. 

      1 ,   1 0,   1 1 0,   1 1 0;     1    1xy x y xy y x y x x x y x y                 . 

Тогда исходная система представляет собой совокупность двух систем 

а) 
      2 21 1 1 2 0

1                                        

a x y a x a y

x

        


 

  или  б)  
      2 21 1 1 2 0

1                                        

a x y a x a y

y

        




. 

 Исходная система будет иметь ровно четыре различных решения, если каждая система из совокупности (а) 
и (б) имеет ровно два различных решения, и при этом решения систем (1) и (2) не совпадают. 

а) 
                 2 2 21 1 1 2 0 1 1 1 1 1 2 0  *

,   
1                                        1

a x y a x a y a y a a y

x x

                   
 

     

 

              2 2*     1 1 1 1 1 2 0,    1 1 4 0a y a a y a y a y                

Если 1a   , то получим неверное числовое равенство. 

Если 1a   , то квадратное уравнение    21 1 4 0a y a y      имеет два корня при  0D  , тогда и 

система (а) тоже имеет два решения. 

      
2 1

1 16 1 0,   1 15 0,   
15

a
a a a a

a

 
       


. 

б) 
               2 2 21 1 1 2 0 1 1 1 1 2 0  **

,   
1                                        1

a x y a x a y a x a x a

y y

                 
 

   

 

            2 2
   **    1 1 1 1 2 0, 1 + 1 2 4 0  a x a x a a x a x a              

Если 1a   , то получим 2 2 0,   1   1x x y      одно решение. 
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Если 1a   , то квадратное уравнение    21 + 1 2 4 0a x a x a      имеет два корня при  0D  , тогда и 

система (б) тоже имеет два решения. 

      
2 2 5 5

1 4 2 4 1 0,   7 26 15 0,   3 0,   3
7 7

a a a a a a a a
 

                
 

. 

Исключим совпадение решений систем (а) и (б). 

Если 1x    и 1y  , то подставим эти значения в уравнения    21 1 4 0a y a y      и 

   21 + 1 2 4 0a x a x a     , получим 3a   . 

Исходная система уравнений имеет ровно четыре различных решения при  

1

15

5
3 ,   3 1

7

3

a

a

a a

a

  




       


 



 

Ответ:  3; 1  . 

 

№5. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

4 2 2

2

1

1

x y a

x y a

   


  

 имеет 

ровно четыре различных решения. 
 

 
Решение:  
 
Исходная система равносильна системе уравнений:  

4 24 2 2

2 2

2 2 1 2 2 01
;   

1 1

x a x ax y a

x a y y x a

         
 

       

 

Таким образом, исходная система уравнений имеет ровно четыре различных решения тогда и только тогда, 
когда биквадратное уравнение 

4 22 2 1 2 2 0x a x a      

имеет ровно четыре различных корня. Это выполняется, когда квадратное уравнение  2t x  

22 2 1 2 2 0t a t a      

имеет ровно два положительных корня. 
Чтобы полученное квадратное уравнение имело два корня, его дискриминант должен быть положительным: 

   
2 2

3
4 1 8 2 2 0,   2 3 0

1

a
a a a a

a

 
         


. 

Чтобы корни полученного квадратного уравнения были положительны, необходимо выполнение следующих 
условий 

1 1 2

2 1 2

1 0
0 0 1

;   ;   ;   ;   1 2 2
0 0 10

2

a
t t t a

aa
t t t a

  
     

    
      



. 

Таким образом, исходная система уравнений имеет ровно четыре решения при 

3

,   31

1

a

aa

a

  
  




. 

   Ответ:   ; 3  .  
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№6. Найдите все значения a , при каждом из которых система уравнений 

     

4 2
2 3

2 2 3 2 2 3

y y
x x

y y x ax xy a


    


     

 имеет больше трех решений. 

 
Решение: 

Преобразуем второе уравнение системы      2 2 3 2 2 3y y x ax xy a     . 

  

2 22 4 3 6 2 3 0

2 3 2 0

3
2 3 0

,   2
2 0

2

y y ax x axy xy

y x y ax

x
y x y

y ax
y ax

     

   


   

     

 

Получим совокупность двух систем: (1) 

4 2
2 3

3

2

y y
x x

x
y


    


 


     или (2) 

4 2
2 3

2

y y
x x

y ax


    


  

. 

В системе (1) подставим второе уравнение в первое и решим его. 
2 2

2
2

2 2

2 2

3 4 3 2 3 4 8 3 6 4
2 3 ,   

2 2 2 2

3 4 8 3 4 80 02
;   

3 4 8 3 6 4 6 2
,   1,   

5 33 4 8 3 6 4

x x x x
x x

x x x x

x x x x
x x

x x x x
x x x

x x x x

   
     

       
 
     
     
      

 

Проверкой установмим, что 1x   не удовлетворяет неравенству из системы, поэтому решением являются 

только 
6

5
x   и 

2

3
x   . Тогда решением системы (1) являются пары чисел 

6 9
;

5 5

 
 
 

 и 
2

; 1
3

 
  
 

. Значит, 

исходная система при любых значениях a  имеет два решения. 

Исключим совпадение решений системы (1) и (2). 

Если 
6

5
x   и 

9

5
y  , то 

9 6 19
2,  2,   

5 5 6
y ax a a      . 

Если 
2

3
x    и 1y   , то 

2
2,  1 2,   1,5

3
y ax a a

 
         

 
. 

Рассмотрим систему (2). 

4 4
2 0 2 0

4 2
2 3 4 2 4 2

;   (а) 2 3  или  (б) 2 3 

2
2 2

y y
x x

y y
y y y yx x

x x x x
y ax

y ax y ax

 
      

  
      

            
        

 
 

 

 Случай (а):    

4 5
2 0 3

4 2 6
2 3,   

5

2 4

y y
x x

y y x
x x

y ax y ax

 
     

 
 

      
 

    
 
 

. Совпадение решения с решением системы (1). 
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Случай (б):   

2

4 4 4 4
2 0 2 2 2

4 2 1 1 1 1 1 1
2 3,   ,   ,   

2 2 2

2 2 1 1 2 5 2 0
2

2

y y y y
x x x x

y y y y y
x x x x x

y ax y ax ax x
ax

x

   
           

   
   

              
   

         
     

   

 

Исследуем второе уравнение системы 
22 5 2 0ax x    на количество корней. 

Если 0a  , то 
2

,  2
5

x y      (неравенство из системы верно). Всего исходная система будет иметь три 

решения. 

Если 0a  , то уравнение 
22 5 2 0ax x    квадратное  и оно имеет два различных корня при 0D  . 

 
25

25 4 2 2 25 16 ,   25 16 0,   
16

D a a a a           . Тогда исходная система уравнений имеет четыре 

решения. 

Исходная система имеет больше трех решений при 
25 19

,   1,5,   0,   
16 6

a a a a      . 

Получим, что  
25 19 19

; 1,5 ; 1,5;0 ; 0; ; ;
16 6 6

a
     

         
     

. 

Ответ:  
25 19 19

; 1,5 ; 1,5;0 ; 0; ; ;
16 6 6

     
        
     

. 

№7. 

 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

   

   

2

2

2 2 1 3

2 2 1 3

y a x a x a

x a y a y a

      


     

 имеет ровно одно решение. 

 
Решение: 

Система не изменится, если поменять x  и y  местами. Следовательно, система имеет единственное 

решение, только если x y . Получаем уравнение:    22 2 1 3x a x a x a      , 

   22 2 2 3 0a x a x a      . 

Это уравнение должно иметь единственный корень. 

Если 2a   , получим линейное уравнение 2 5 0x  , которое имеет единственное решение 2,5x  . 

Решением системы является пара  2,5;2,5 . 

Если 2a   , то дискриминант должен равняться нулю: 

    
2 7

2 2 4 2 3 0;     3 7 0,    
3

a a a a a          

При 
7

3
a    получаем 

2 8 16 0x x   , откуда 4x  . Тогда решением системы является пара  4;4 . 

Покажем, что в этих случаях нет иных решений, где x y . Вычтем второе уравнение системы из первого и 

разделим полученное уравнение почленно на 0x y  : 

    1 2 2 1a x y a      . 

При 2a    получается, неверное числовое равенство – решений нет. 

При 
7

3
a    получаем 14y x  . Подставим это выражение в первое уравнение системы: 

 
2 21 11 16

14 ,   14 58 0
3 3 3

x x x x x         -  корней нет. 

Ответ: 
7

; 2
3

  . 
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№8. Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

   

2 2

2 2 4

3 3 10 0

10

x y xy

x a y a a

   


   

 

имеет ровно два решения. 
 

Решение: 

Рассмотрим первое уравнение из системы 
2 23 3 10 0x y xy    как квадратное относительно x . Найдем 

его корни.  

2 2 2 2 2

1 2

3 10 3 0,   25 3 3 16
4

5 4
,   3 ,   

3 3

Dx y x y y y y

y y y
x x y x

       


  

 

Получим совокупность двух систем  

   
2 2 4

3

10

x y

x a y a a




   

  или 
   

2 2 4

3

10

y x

x a y a a




   

. 

Заметим, что вторая система в совокупности получается из первой заменой x на y , а  на . Значит, если 

первая система имеет решение  0 0;x y , то решением второй будет пара  0 0;y x . Следовательно, исходная 

система уравнений имеет ровно два решения тогда и только тогда, когда система 

   
2 2 4

3

10

x y

x a y a a




   

 имеет ровно одно решение. 

       
2 2 2 2 2 4 24 4

3 3 3
,   ,   

5 4 5 010 3 10

x y x y x y

y ay a ax a y a a y a y a a

    
  

             

. 

Система имеет ровно одно решение, если второе уравнение системы имеет единственное решение, это 

выполнится, если ,     2 4 2 4 2 24 5 5 25 5 1 5 1
4

D
a a a a a a a a            

   2 5 1 5 1 0

1 1
0,   ,   

5 5

a a a

a a a

  

   
 

При 0a   получаем, что последняя система имеет  0;0 , что не подходит, поскольку оно единственно. 

При 
1

5
a   получаем, что последняя система имеет решение 

6 2
;

25 25

 
 
 

, а значит, исходная система имеет 

ровно два решения. 

При 
1

5
a    получаем, что последняя система имеет решение 

6 2
;

25 25

 
  
 

, а значит, исходная система 

имеет ровно два решения. 

Ответ: 
1 1

;   
5 5

a a   . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y x

0D 
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№9. 

При каких значениях параметра a система уравнений 
 4

2 2

1 1

1

a x y x

x y

    


 

 имеет 

единственное решение? 
 

Решение: 
 

Система четна относительно переменной x , поэтому, если  0 0;x y  решение системы, то  0; ox y  тоже 

является решением. Поэтому условие 0x  необходимое для существования единственного решения, но 

не является достаточным. Система может иметь несколько решений вида  00; y  или вообще решений не 

иметь. 

Пусть 0x  , тогда 
2

1
1

0
1

2

y
a y

a
y

a

 
  

  
   

. 

Если 0a  , то получим 
2 2 2 2

1 0 1

1 1

y x y x

x y x y

      
 

     

. Изобразив 

графики уравнений в системе координат, видим, что они имеют три 

точки пересечения. Значит, при 0a   система уравнений имеет три 

решения. 
 

 

Если 2a  , то получим 
 

 

4

2 2

2 1 1

1 2

x x y

x y

   


 

.  

  41  2 0,  тогда 1 0,    1x x y y      

  2 22  1 и 1x y y   . Поэтому в сиситеме 1y  , тогда 
2 1 1,   0x x   . Проверкой убеждаемся, что пара 

 0;1  является решение и в силу ограниченности переменной y   1 и 1y y    оно единственное. 

Ответ: 2. 
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3. Геометрические приемы решения систем уравнений с параметром 
 
 
 

 Примеры                                   
 
 
 
 

№1. 
Найти наименьшее расстояние от точки  4;4A   до окружности 

2 2 2 16 56 0x y x y     .  

                                                                                                             

№2. 

 

При каких значениях параметра a  система 
 

22 4

3

x y a

y x

   


 

  имеет ровно два решения? 

 

№3. 

 

При каких значениях параметра a  система 
 

2 2 4x a y

y x

   




  имеет ровно два решения?  

                                                          

№4. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 
   

2 2
4 6 25

1

x y

y x a

    


  

 имеет ровно 

три решения. 
 

№5. 

 

Найдите все положительные значения параметра а, при каждом из которых система 
2 2 2

4 3 13

1 4

x y

x y a

x

 


 
  

 

имеет единственное решение. 
 

№6. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

   
2 2

3 1 2 1

4 3 1

x a y a a

x y a

      


  

  имеет более одного решения. 

 

№7. 

 

Найти все значения параметра, при которых система уравнений 
   

2 2

2 2 4

2 2 5

5

x y xy

x a y a a

  


   

  имеет 

ровно два решения?                                                                                                              
 

 
 

№8. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

   

 2 2 2

1 2 0

8 8 16 15 48 50 72 0

x x

x y a x y a y a

  


       

  имеет единственное решение. 
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№9. 

 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

  2 22 4 2
0

2

5

x y x x y

x

y a x

     
 
 


  

  имеет ровно два различных решения?  

                                                                                                             

 
 

№10. 

 

Найти все значения параметра, при которых система 

   

2 2

2 2

4

3 4

x y

x y a

  


   

  имеет единственное 

решение?  
                                                                                                             

№11. 

 

Найти все значения параметра, при которых система 
 

2 2

2 2 2

8 8 23 0

2 0

x x y y

x a x y y a

     


    

  имеет 

единственное решение?     
  

№12. 

 

Найдите все положительные значения a , при каждом из которых система 

   

 

2 2

2 2 2

5 4 4

2

x y

x y a

    


  

 имеет единственное решение. 

 

№13. 

 
Найти все значения параметра а, при каждом из которых система уравнений 

 

 

2 2 2

2 2 2

2 2

4 8 9

x y a x y a a

x y a x y a a

      


     

  имеет единственное решение?   

                                                                                                            

№14. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 1 2 4

4 4 4 7

x y y x a a a

x y x y a a a

      


     

   имеет единственное решение. 

 

№15. 

 

Найти все значения а, при каждом из которых система уравнений 

2 22 4 4 2

2

x x y y x y

x y a

     


 
  

имеет более двух решений.    
                                                                                                           

№16. 

 

Найти все значения а, при каждом из которых система уравнений 

 

2 22 2 2 1

1

x y x y

y a x

     


 

  имеет 

более двух решений.  
                                                                                                          

№17. 

 

При каких значениях a  система 

2 2
2 3 3

3 3
2 2 2 2

2

y y y y
x x x

y x a

    
        

    


 

 

имеет ровно три различных решения? Найдите все возможные значения a . 
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№18. 

 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система 

 

2 2
2

2 2

2 2

2 2 0

2 0

y x y x
a a

x y x y

x y a x y

  
       

 
    

  не имеет решений. 

 

 

№19. 

При каком значении a  радиус окружности, вписанную в фигуру, заданную уравнением  

3 2x a y   , равен 10 ? 

                                                                                                             

№20. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

2

2

2 2

2 3 4 12 2 30

3 32 0

6 8 0

xy y x a a z

a a z

z x y x y

       


   


    


имеет ровно 4 решения. 

 

№21. 

 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система 
3 2 2 6

2 2 0

x a y a

xy x y

    


   
 

имеет ровно три различных решения. 
 

№22. 

 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система 

2 2
2

2 2
4 4 2 0

3 1

y x x y
a a

x y y x

x y x y

  
       

 
     

  имеет два решения. 

 

№23. 

 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система уравнений  

  2 3 0ay ax y x a

xy a

    




 имеет ровно шесть решений.  
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 Решение (примеры)  3. Геометрические приемы решения систем уравнений с 

                                      параметром 
 

№1. 
Найти наименьшее расстояние от точки  4;4A   до окружности 

2 2 2 16 56 0x y x y     .  

                                                                                                             
Решение: 
 
Приведем уравнение к каноническому виду 

   

2 2

2 2

2 1 16 64 65 56

1 8 9

x x y y

x y

      

   
 

Окружность с центром в точке  1; 8  и радиусом  3. 

Найдем расстояние между точками  4;4A   и  1 8;1O  . 

   
2 2

1 4 1 4 8 13AO       . 

Наименьшее расстояние от точки A  до окружности равно 

1 1 13 3 10AB AO BO     . 

 
Ответ: 10.  

 
 

№2. 

 

При каких значениях параметра а система 
 

22 4

3

x y a

y x

   


 

  имеет ровно два решения?  

                                                                                                             
Решение: 
Первое уравнение системы задает на координатной плоскости 

окружность с центром  0;a  и радиусом 2. 

Второе – прямой угол с вершиной в точке  0;3  и ветвями вниз. 

При движении окружности сверху вдоль Oy  до вершины 

«уголка» общих точек нет, значит, система не имеет решений 

при 5a  .  

При 3 2 5a     окружность имеет центр в точке 1O  и 

проходит через точку  0;3A , других общих точек с «углом» 

не имеет - одно решение. 
При  движении далее вниз будет две точки пересечения: 

1 5a  . 

При 3 2 1a     окружность имеет центр в точке 3O  и 

проходит через точку A , пересекает стороны угла в двух 
других различных точках – три решения.   

 

 
Далее, вниз за точку A до касания окружности со сторонами угла – четыре решения:  

При 3 2 2a    окружность с центром в точке 2O  касается сторон угла, два решения. Найдем 

координаты одной из точек касания, например, точки B .  

2AO B   равнобедренный, прямоугольный. 2 2 2 2 2AO O B   и 2 2 3 2 2OO AO AO    . 

Значит, система уравнений имеет ровно два решения при    1;5 3 2 2a   . 

Ответ:    1;5 3 2 2  . 
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№3. 

При каких значениях параметра а система 
 

2 2 4x a y

y x

   




  имеет ровно два решения?                                                                                                              

 
Решение: 
Первое уравнение системы задает на координатной 

плоскости окружность с центром  ;0a  и радиусом 2. 

Второе – прямой угол с вершиной в точке  0;0  и сторонами 

биссектрисами I и II четверти. 

При движении окружности слева вдоль Ox  до вершины 

«уголка» общих точек нет, значит, система не имеет 

решений при 2a   .  

При 2a    окружность имеет центр в точке A  и проходит 

через точку  0;0O , других общих точек с «углом» не 

имеет - одно решение. 

 

 
При  движении далее вправо будет две точки пересечения: 2 2a   . 

При 2a   окружность имеет центр в точке 1O  и проходит через точку O , пересекает стороны угла в двух 

других различных точках – три решения.  

Далее, вправо за точку O  до касания окружности со сторонами угла – четыре решения:  

При 2 2a   окружность имеет центр в точке 2O  и касается сторон угла, два решения. Найдем 

координаты одной из точек касания, например, точки B .  

2OO B   равнобедренный, прямоугольный. 2 2 2 2 2OO O B  .Значит, система уравнений имеет 

ровно два решения при    2;2 2 2a   .                                   

 Ответ:    2;2 2 2  . 

№4. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 
   

2 2
4 6 25

1

x y

y x a

    


  

 имеет 

ровно три решения. 
 

Решение: 

Первое уравнение системы задает на координатной плоскости окружность с центром в точке  4;6   

радиуса 5. 

Второе – прямой угол с вершиной в точке  ;1a . 

Прямая 1y   является касательной к окружности. 

Ровно три общие точки фигуры имеют в трех случаях. 

1. Вершина прямого угла лежит в точке касания окружности и прямой 1y   (в точке M ), а его стороны 

пересекают окружность в двух точках. Это условие выполняется при 4a  . 

2. Одна из сторон прямого угла пересекает окружность в двух точках, а другая касается окружности (два 
случая). 

Четырехугольник BQAC  - квадрат, симметричный прямой 4x  , со стороной 5 и диагональю 5 2 . 

5 2 5MD MC QC QM     , тогда 5 2 5 4 5 2 1a      . 

В силу симметрии получаем еще одно значение параметра:  4 5 2 5 9 5 2a      . 

При 9 5 2a    или 5 2 1a    прямой угол имеет не более двух общих точек с окружностью. 

При 9 5 2 4a    или 4 5 2 1a    прямой угол имеет четыре общие точки с окружностью.   
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Ответ: 9 5 2;  4; 5 2 1  . 

 

№5. 

 
Найдите все положительные значения параметра а, при каждом из которых система 

2 2 2

4 3 13

1 4

x y

x y a

x

 


 
  

 имеет единственное решение. 

 
Решение: 

В системе координат xOy  построим графики уравнения 

прямой 4 3 13x y  , окружности 
2 2 2x y a    0r a    и 

изобразим множество точек плоскости, удовлетворяющее 

неравенству 1 4x  .   

Система имеет единственное решение в случае, когда 

окружность касается отрезка AB прямой 4 3 13x y  , значит, 

OH AB .  В прямоугольном треугольнике MON  найдем 

значение 
13 13 13 5 13

:
4 3 3 4 5

OM ON
OH

MN

    
      

   
,  

1 2,6r 

. 
Увеличивая далее радиус окружности, будем иметь две точки 

пересечения с отрезком AB  до точки   1;3A и 

2 2

2 1 3 10OA r    . Далее, увеличивая радиус 

окружности до точки  4; 1B  , будет одна точка пересечения 

с отрезком AB и  
22

3 4 1 17OB r     . Итак, система 

имеет единственное решение при 2,6a   и  10; 17a 


. 

 
 
 
 
 

 
 

 
 

Ответ: 2,6  и  10; 17


. 
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№6. 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

   
2 2

3 1 2 1

4 3 1

x a y a a

x y a

      


  

  имеет более одного решения. 

 
Решение: 
Левая часть первого уравнения системы неотрицательна, значит, чтобы система имела решения, надо 

чтобы 1 0a   . 

Пусть 1a  . Тогда имеем систему 
   

2 2
2 2 0

4 3 2

x y

x y

    


 

.  

Первое уравнение имеет решением пару  2, 2 , которая также удовлетворяет второму уравнению 

системы, поэтому при 1a  система имеет единственное решение. 

Пусть 1a  . Решения первого уравнения системы 

лежат на окружности с центром в точке 

 3 1, 2a a   и радиусом 1a  . Решения второго 

уравнения – точки прямой 4 3 1x y a   . 

Следовательно, система имеет более одного 
решения тогда и только тогда, когда расстояние от 

центра окружности  3 1, 2a a   до прямой 

4 3 1x y a    меньше радиуса 1a   данной 

окружности. Используем формулу расстояния от 

точки  ,M MM x y  до прямой  0Ax By C   : 

 
2 2

; 0 M MA x B y C
M Ax By C

A B


   
   


. 

Получаем систему 
 

   
2 2

4 3 1 3 2 1
1 5 5 5 1

,   ,   1 24 3
1

1

a a a
a a a

a
a

a

     
     

  
 



.                          Ответ: 1 2a  . 

№7. 

 

Найти все значения параметра, при которых система уравнений 
   

2 2

2 2 4

2 2 5

5

x y xy

x a y a a

  


   

  

имеет ровно два решения?                                                                                                              
 
Решение: 

Первое уравнение системы раскладывается на множители:   2 2 0x y y x   . Следовательно, 

уравнение задает пару прямых 2x y  и 2y x . 

Второе уравнение при каждом 0a   - уравнение окружности с центром  ;a a  и радиусом  
2 5a . 

Если 0a  , то система имеет единственное решение и поэтому не удовлетворяет условию задачи. 

Пусть 0a  . Условие задачи выполнено тогда и только тогда, когда окружность касается каждой из 

прямых. То есть расстояние от центра до каждой из прямых равно радиусу окружности.  

Прямая 2y x  касается окружности, значит, они имеют одну общую точку, а уравнение будет

   
2 2 42 5x a x a a     иметь одно решение.  

2 4 25 6 5 2 0x ax a a    , 0D   при 0,2a   .  
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Ответ: 0,2a   .  

№8. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

   

 2 2 2

1 2 0

8 8 16 15 48 50 72 0

x x

x y a x y a y a

  


       

  имеет единственное решение. 

 
Решение: 
Выделим в уравнении системы полные квадраты: 

     

   

   
 

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

8 16 8 8 16 8 48 50 72 0

8 8 48 72 2 0

8 8 3 2 0

2
3

8

x ax a y ay a a y a

x a y a y a a a

x a y a a a

a a
x a y a

         

        

      


    

 

Уравнение определяет окружность с центром  ;3a a  и радиусом 

2 2

8

a a
 при    ; 2 ; 0;a    . 

Неравенство   1 2 0x x    определяет вертикальную полосу 2 1x   . Единственное решение 

получается в двух случаях. 
1. Окружность касается полосы внешним образом. Это происходит тогда и только тогда, когда центр 
расположен вне полосы, а ее радиус равен расстоянию от центра до ближайшей границы полосы: 

 
2

2

2

2
2

8

a

a a
a

 

 

 


    или   
 

2
2

1

2
1

8

a

a a
a



 

 


,  

                                              

2

2
8

a

a
a

 



 

                  или    
2

1

7 18 8 0

a

a a




  
. 
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Первая система имеет решение при 
16

7
a   . 

Вторая система имеет решение при 2a  . 

2. Окружность превращается в точку и при этом 
принадлежит полосе: 

2

2 1 0

22 0

a a

aa a

    
     

. 

                                 
 
 
 
 
 
 
 

  Ответ:
16

;  2;  0;  2
7

  . 

 

№9. 

 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

  2 22 4 2
0

2

5

x y x x y

x

y a x

     
 
 


  

  имеет ровно два различных решения?  

                                                                                                             
Решение: 
Решим первое уравнение системы: 

  2 22 4 2
0

2

x y x x y

x

    



. 

Получим 2y x   или  
2 22 2x y    при условии, что 

2x  . 

Построим график данного уравнения. 

Графиком функции 5y a x    является прямая с 

неотрицательным угловым коэффициентом, равным  

5a  , определенная при  5a  . 

Возможны четыре случая взаимного расположения данной 
прямой и графика первого уравнения системы. 
 

 

1. Прямая 5y a x    при 5a   пересекает окружность   
2 22 2x y    в двух точках и не имеет 

общих точек с графиком уравнения 2y x  . Таким образом, система имеет ровно два решения. 

2. Прямая 5y a x    при 5 6a   пересекает окружность в двух точках  и график уравнения 2y x   

еще в одной. В этом случае система имеет три решения. 

3. Прямая  5y a x    при 6a   касается окружности  
2 22 2x y   . Уравнение касательной имеет 

вид y x . С графиком уравнения 2y x   данная прямая имеет одну точку пересечения. Таким образом, 

система имеет ровео два решения. 

4. Прямая  5y a x    при 6a   не имеет общих точек с окружностью  
2 22 2x y   . С графиком 

уравнения 2y x   прямая имеет две точки пересечения. Таким образом, система имеет ровно два 

решения. 

Исходная система будет иметь ровно два различных решения при 5a   или 6a  . 

Ответ: 5;  6a a  . 
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№10. 

Найти все значения параметра, при которых система 

   

2 2

2 2

4

3 4

x y

x y a

  


   

  имеет 

единственное решение?                                                                                                              
 
Решение: 
Данная система имеет единственное решение тогда и 
только тогда, когда окружности, задаваемые на 

координатной плоскости  Oxy  уравнениями системы, 

касаются внешним или внутренним образом. 

Первая окружность имеет центр в точке  0;0  и радиус 2, 

вторая – центр в точке  3; 4  и радиус a  ( 0a  ). 

Расстояние между центрами окружностей равно 5, 
следовательно, в первом случае радиус второй 
окружности должен быть равен 3, а во втором – равен 7. 

Поэтому либо 9a  , либо 49a  . 

 
 

Ответ: 9 и 49. 

 

 
 

№11. 

 

Найти все значения параметра, при которых система 
 

2 2

2 2 2

8 8 23 0

2 0

x x y y

x a x y y a

     


    

  имеет 

единственное решение?                                                                                                              
 
Решение: 
 
Данная система имеет единственное решение тогда и только тогда, когда окружности, задаваемые на 

координатной плоскости  Oxy  уравнениями системы, касаются внешним или внутренним образом. 

Приведем первое уравнение системы к каноническому виду. 

   

2 2 2 2

2 2

8 8 23 0,   2 4 16 2 4 16 23 32 0

4 4 9

x x y y x x y y

x y

                

   
 

Окружность с центром в точке  1 4; 4O    и радиусом 3. 

Приведем второе уравнение системы к каноническому виду. 

 
 

   

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 0,    2 2x a x y y a x ax a y ay a a

x a y a a

          

   
 

Окружность с центром в точке  ;a a  и радиусом a .  

Если 0a  , то окружность с центром 2O  вырождается в точку  0;0 , не принадлежащую окружности с 

центром 1O . 

Если 0a  , то вторая окружность касается сторон угла первой четверти и общих точек с первой 

окружностью не имеет. 

Если 0a  , рассмотрим четыре случая. 

1) Внешнее касание в точке A . 

1 2 1 2 1 2

4 2 2 3

11 7 2,   0 11 7 2

O O OO OO O A O A

a a

a a a

   

  

      

 

 
 
 

3) Внешнее касание в точке B . 

1 4 4 1 4 1

2 4 2 3

11 7 2,   0 11 7 2

O O O O OO O B O B

a a

a a a

   

  

      
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2) Внутреннее касание в точке A . 

3 1 3 1 3 1

2 4 2 3

5 2,   0 5 2

O O O O O O O A O A

a a

a a a

   

  

      

 

 

 
 

4)  Внутреннее касание в точке B . 

1 5 1 5 5 1

4 2 2 3

5 2,   0 5 2

O O OO OO BO BO

a a

a a a

   

  

      

 

 

 
 

Ответ: 11 7 2;   5 2    . 

 

№12. 

 

Найдите все положительные значения a , при каждом из которых система 

   

 

2 2

2 2 2

5 4 4

2

x y

x y a

    


  

 имеет единственное решение. 

 
Решение: 

Если 0x  , то уравнение    
2 2

5 4 4x y     задает окружность 
1  с центром в точке  1 5;4C  радиуса 

2, а если 0x  , то оно задает окружность 2  с центром в точке  2 5;4C   того же радиуса. 

При положительных значениях параметра a  уравнение  
2 2 22x y a    задает окружность   с центром в 

точке  2;0C   радиуса a . Поэтому задача состоит в том, чтобы найти все значения параметра a , при 

каждом из которых окружность   имеет единственную общую точку с объединением окружностей 
1  и 2 . 

   Из точки C  проведем луч 1CC  и обозначим 
1A  и 

1B  точки его пересечения с окружностью 
1 , где 

1A  

лежит между C  и 
1C . Т.к.  

2 2

1 5 2 4 65CC     , то 1 65 2CA   , 1 65 2CB   . 

При 
1a CA  или 

1a CB  окружности   и 
1  не пересекаются. 

При 1 1CA a CB   окружности   и 1  имеют две общие точки. 

При 1a CA  или 1a CB  окружности   и 1  касаются. 

   Из точки C  проведем луч 2CC  и обозначим 2A  и 2B  точки его пересечения с окружностью 2 , где 2A  

лежит между C  и 2C . Т.к.  
2 2

2 5 2 4 5CC      , то 2 5 2 3CA    , 2 5 2 7CB    . 

При 2a CA  или 2a CB  окружности   и 2  не пересекаются. 

При 2 2CA a CB   окружности   и 2  имеют две общие точки. 
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При 
2a CA  или 

2a CB  окружности   и 
2  касаются. 

    Исходная система имеет единственное решение тогда и только тогда, когда окружность   касается 

ровно одной из двух окружностей 
1 и 

2  и не пересекается с другой. Т.к. 
2 1 2 1CA CA CB CB   , то 

условию задачи удовлетворяют только числа 3a   и 65 2a   . 

 

 
 

Ответ: 3;  65 2 . 

 
№13. 

 
Найти все значения параметра а, при каждом из которых система уравнений 

 

 

2 2 2

2 2 2

2 2

4 8 9

x y a x y a a

x y a x y a a

      


     

  имеет единственное решение?                                                                                                              

 
Решение: 

Первое уравнение системы             2 2 22 2x y a x y a a       

     

2 2 2 2

2 2

2 2

   0

x ax a y ay a a

x a y a a a

     

    
 

задает на координатной плоскости окружность с центром  1 ;O a a  и радиусом a . 

Второе уравнение системы  

     

2 2 2 2

2 2

4 4 4 4 9

2 2 9    0

x ax a y ay a a

x a y a a a

     

    
 

задает на координатной плоскости окружность с центром  2 2 ;2O a a  и радиусом 3 a . 

При 0a   уравнения окружности вырождаются в точку  0;0  и это единственное решение системы. 

Окружности имеют одну общую точку A  при внешнем 
касании. 

   

1 2 1 2

2 2
2 2 3

10 4 0;   1,6     0

O O O A O A

a a a a a a

a a a a

 

    

   

 

Окружности имеют одну общую точку B  при 
внутреннем касании. 

3 1 3 1

10 3 ;   0,4    0

O O O B O B

a a a a a

 

   
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Ответ: 0; 0,4 и 1,6. 

№14. 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 1 2 4

4 4 4 7

x y y x a a a

x y x y a a a

      


     

   имеет единственное решение. 

 
Решение: 
 
Сгруппируем слагаемые в левой части уравнений таким образом, чтобы выделились полные квадраты 

отностительно переменных x  и y . 

     

     

2 2 2

2 2 2

2 1

2 2 2

x a y a a

x a y a a

     


    

. 

Если 1a   , то система примет вид  
   

   

2 2

2 2

1 2 0

2 2 1

x y

x y

    


   

 и она решений не имеет. 

Если 2a   , то система примет вид  
   

   

2 2

2 2

2 4 1

4 4 0

x y

x y

    


   

 и она решений не имеет. 

 

Если 1,   2a a    , то каждое уравнение системы есть уравнение окружности. Тогда система имеет 

единственное решение в случае внутреннего или внешнего касания окружностей. 

Расстояние 1 1O O  между центрами  1 , 2O a a  и  2 2 ,2O a a  равно 

    
2 2 2 2

1 2 2 2 2 9 16 5O O a a a a a a a          , а радиусы 1 1R a   и 2 2R a  . 

Внешнее касание окружностей происходит, когда 1 2 1 2OO R R   и 5 1 2a a a    , 1a   и 
3

7
a   . 

Внутреннее касание окружностей происходит, когда 1 2 1 2OO R R   и 5 1 2a a a     , 0,2a   . 

 

  

 

  

Ответ: 3 7;  0,2;  1  . 

 

№15. 

 
Найти все значения а, при каждом из которых система уравнений 

2 22 4 4 2

2

x x y y x y

x y a

     


 
  имеет более двух решений. 

 
Решение: 
 
  Изобразим на координатной плоскости множество точек, координаты которых удовлетворяют первому 
уравнению системы. Рассмотрим два случая: 

1) Если 2 0x y  , то получаем уравнение  

   
2 22 2 2 22 4 8 4 ,   6 8 0,   3 4 25x x y y x y x x y y x y              
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Полученное уравнение задает окружность с центром в точке  1 3; 4O    и радиусом 5. 

2) Если 2 0x y  , то получаем уравнение   

 
22 2 22 4 4 8 ;   5 25x x y y y x x y         

Полученное уравнение задает окружность с центром в точке  2 5;0O    и радиусом 5. 

Полученные окружности пересекаются в двух точках  2; 4A    и  0;0B , лежащих на прямой 2 0x y  , 

поэтому в первом случае получаем дугу 1  с концами в точках A  и B , во втором – дугу 2  с концами в тех 

же точках. 

Заметим, что точка  5 5;2 5C   лежит на дуге 2 и прямая 2O C  перпендикулярна прямой 1 2O O . 

Значения параметра a , при котором происходит касание дуги 2  и прямой 2x y a   найдем, 

решив систему уравнений 
 

2 25 25

2

x y

x a y

   


 

, 5 5 5a    . 

Рассмотрим второе уравнение системы. Оно задает прямую m , параллельную прямой 1 2O O  или  

совпадающую с ней. 

При 0a   прямая m  пересекает каждую из дуг 1  и 2  в точке B  и еще в одной точке, отличной от точки 

B , т.е. исходная система имеет три решения. 

Аналогично, при 10a    прямая  m  проходит через точку  A  и исходная система имеет три решения. 

При 5 5 5a    прямая m  проходит через точку C , значит, прямая m  касается дуг 1  и 2 , т.е. 

исходная система имеет два решения. 

Аналогично, при 5 5 5a    прямая m  касается дуг 1  и 2 , т.е. исходная система имеет два решения. 

При 5 5 5 10a      или 0 5 5 5a    прямая  m пересекает каждую из дуг  1  и 2 в двух точках, 

отличных от точек A  и B , т.е. система имеет четыре решения. 

При 10 0a    прямая m пересекает каждую из дуг  1  и 2 в точке, отличной от точек A  и B , т.е. 

система имеет два решения. 

При 5 5 5a     или 5 5 5a    прямая m не пересекает дуги  1  и 2 , т.е. исходная система не имеет 

решений. 

Значит, исходная система имеет более двух решений при 5 5 5 10a      или 0 5 5 5a   . 
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Ответ: 5 5 5 10a     ; 0 5 5 5a   . 

№16. 
Найти все значения а, при каждом из которых система уравнений 

 

2 22 2 2 1

1

x y x y

y a x

     


 

  

имеет более двух решений.  
  

Решение: 
 
Изобразим на координатной плоскости множество точек, координаты которых удовлетворяют первому 
уравнению системы. Рассмотрим два случая: 

1) Если 
2 2 1x y  , то получаем уравнение 

2 22 2 2 1x y x y     , 

   
2 22 22 2 1 0,    1 1 1x x y y x y          

Полученное уравнение задает окружность с центром в точке  1 1; 1O    и радиусом 1. 

2) Если 
2 2 1x y  , то получаем уравнение  

2 22 2 2 1x y x y     , 

   
2 22 22 2 3 0,    1 1 5x x y y x y          

Полученное уравнение задает окружность с центром в точке  2 1;1O    и радиусом 5 . 

Полученные окружности пересекаются в двух точках  1;0A  и  0; 1B  , лежащих на окружности 
2 2 1x y  , 

поэтому в первом случае получаем дугу 1  с концами в точках A  и B , во втором – дугу 2  с концами в тех же 

точках. 

Рассмотрим второе уравнение системы. Оно задает прямую m , которая проходит через точку A и угловой 

коэффициент которой равен a . Прямая проходит через точку  1;0 . 

При 1a   прямая m  проходит через точки A  и B , 

т.е. исходная система имеет два решения. 

При 2a   прямая m  перпендикулярна прямой 2O A

, угловой коэффициент которой равен 
1

2
 , значит, 

прямая m  касается дуги 2 ,в точке  A  и 

пересекает дугу 1  в двух точках (одна из которых – 

точка A ), т.е. исходная система имеет два 
решения. 

При 1 2a   прямая  m  пересекает каждую из дуг  

1  и 2 в точке A  и еще в одной точке, отличной  

от точки B , т.е. система имеет три решения. 

При 0 1a   прямая m не пересекает дуги  1  и 

2 в точках, отличных от точки A , т.е. система 

имеет одно решение. 
 

При 0a   или 2a   прямая m  пересекает дугу  1 в двух точках и не пересекает дугу 2 в точках, 

отличных от точки A , т.е. исходная система имеет два решения. 

Значит, исходная система имеет более двух решений при 1 2a  . 

Ответ: 1 2a  . 
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№17. 

При каких значениях a  система 

2 2
2 3 3

3 3
2 2 2 2

2

y y y y
x x x

y x a

    
        

    


 

 

имеет ровно три различных решения? Найдите все возможные значения a . 

 
Решение:  

 

Рассмотрим все ситуации, которые получаются при раскрытия модуля. 

При 0,  2x y a   система уравнений имеет единственную пару решений  0;2a  при любых значениях a . 

При 0x   получим систему  
23 3 0,

  1
2 .

x y

y x a

   


 
. 

Подставим второе уравнение в первое, тогда получим 
23 2 3x x a   . 

Графически определим количество решений уравнения. 

Левая часть уравнения:    2 1 1
3 ,   ,   

6 12
в вf x x x x f x     . 

Правая часть уравнения: 2 3y a  . 

Одно решение  

1) 
1 37

2 3 ,   
12 24

a a     ;     2) 
3

2 3 0,   
2

a a    . 
 

Два решения при 
1 37 3

2 3 0,   
12 24 2

a a        ; нет решений при 
37

24
a   . 

При 0x   получим систему   
2 2 1

  2
2

x y

y x a

  


 
. Определим графически количество решений уравнения. 

Первое уравнение задает окружность с центром в начале координат и радиусом 1. Второе уравнение - 

прямая, параллельная прямой y x .   

Нет решений при 
1

2 1,   
2

a a    . 

Прямая пересекает полуокружность в одной точке, при движении прямой 

от точки  0; 1  до точки  0;1 :  
1 1

1 2 1,  
2 2

a a      . 

Еще одна общая точка появляется, когда происходит касание окружности и 

прямой при 
2

2 2,   
2

a a  .  

Два решения при 
1 2

2 2
a  ; нет решений при 

2

2
a  . 

Итак, система уравнений имеет ровно три различных решения в следующих 

случаях: 
 

 система (1) имеет два различных решения, система (2) решений не имеет; 
 система (2) имеет два различных решения, система (1) решений не имеет; 

 системы (1) и (2) имеют по одному решению, но ко всем случаям добавляется решение  0;2a , 

которое существует при любом значении a .  
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Ответ: 

37 3 1 1 2
; ;

24 2 2 2 2
a

     
               

. 

№18. 

 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система 

 

2 2
2

2 2

2 2

2 2 0

2 0

y x y x
a a

x y x y

x y a x y

  
       

 
    

  не имеет решений. 

 
Решение: 

 Рассмотрим первое уравнение системы  

2 2
2

2 2
2 2 0

y x y x
a a

x y x y

 
      

 
. 

Пусть 
y x

t
x y
  , тогда 

2 2
2

2 2
2

y x
t

x y
   . Получим уравнение относительно t  

2 22 0t at a   , t a . 

Вернемся к замене 
y x

a
x y
  ,  2 2 0  0y axy x xy    . 

                           2 2 2 2 24 4D a x x x a    , 

2 4

2

ax x a
y

 
 . 

 2 4

2

a a x
y

 
  и  

 2 4

2

a a x
y

 
  - прямая пропорциональная зависимость, графиками являются 

прямые, проходящая через начало координат. Поскольку 
   2 24 4

1
2 2

a a a a   
   , то графиками 

первого уравнения системы являются две взаимно перпендикулярные прямые. 
Рассмотрим второе уравнение системы 

 2 2 2 0x y a x y    . 

     
22 2

2x a y a a     - уравнение окружности с 

центром  ;a a  и 2R a . 

Окружность проходит через точку  0;0  и система не 

имеет решений, когда 0R   при 0a  . 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Ответ: 0. 
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№19. 

При каком значении a , радиус окружности, вписанную в фигуру, заданную уравнением  

3 2x a y   , равен 10 ? 

                                                                                                             
Решение: 

3 2x a y   ,  
0,   3 2

3 2
0,   3 2

y y x a
y x a

y y x a

     
     

   

 

Фигура, задающая в координатной плоскости уравнение 

3 2x a y   , является ромбом с диагоналями AC  и BD . 

Радиус окружности, вписанной в ромб – это отрезок 
перпендикуляра, проведенный из точки пересечения диагоналей к 

стороне ромба MH r . 

В AMB - прямоугольный и MH  высота, проведенная к 

гипотенузе AB :  
AM MB

MH
AB


 , где AM a . 

Найдем абсциссу точки В: 

1 20 3 2 ,   2 ,   2
3 3

a a
x a x x        .   

2 2
3 3

a a
MB      

2

2 2 2 10

3 3

a a
AB AM MB a

 
     

 
.   

3

10 10

3

a
a

a
MH

a



  , но по условию 10r  , значит, 10,   10
10

a
a  .                             Ответ: 10. 

 
№20. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

2

2

2 2

2 3 4 12 2 30

3 32 0

6 8 0

xy y x a a z

a a z

z x y x y

       


   


    


имеет ровно 4 решения. 

 
Решение: 

Из второго уравнения 
23 32z a a   . Подставив выражение для z  в первое уравнение и преобразовав 

его, получим    22 3 4 2 3 2x y a a      .  Подставив выражение для z  в третье уравнение и выделив 

полные квадраты по x  и по y , получим    
2 2 23 4 3 7x y a a      .  

Тогда исходная система уравнений примет вид 
   

   

2

2 2 2

2 3 4 2 3 2

3 4 3 7

x y a a

x y a a

      


     

.  

Заметим, что 
23 7 0a a    (1) и 

22 3 2 0a a     (2). 

Сложив уравнения системы, получим  

     
 

2
2 2 2

2 2

3 4 3 7

3 4 2 5

x y a a

x y a a


     


      


     

2
2 2 2

2

3 4 3 7

3 4 2 5

x y a a

x y a a


     


      

 

Первое уравнение системы представляет собой уравнение окружности с центром  3;4  и радиусом 

23 7R a a   . 
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Второе – уравнение квадрата с центром  3;4  и половиной диагонали 
2 2 5

2

d
a a   . 

Рассмотрим случаи расположения квадрата и окружности такие, чтобы общих точек было четыре. 

 

 
1. Окружность вписана в квадрат. 

22 2 2 4 10
2

d
AC AE a a      

2
2 2 4 10

; 3 7
2 2

AC a a
EF R a a

 
      

Корни уравнения 1,8a   и 1a   (1). 

 
 
 
 

 

 
2. Окружность описана около квадрата. 
 

2 2; 3 7 2 5
2

d
R a a a a       

Корни уравнения 2a   и  
1

2
a    (1) 

 
 
 
 

Ответ: 1,8 и 2. 

№21. 

 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система 
3 2 2 6

2 2 0

x a y a

xy x y

    


   
 

имеет ровно три различных решения. 
 

Решение:  

Первое уравнение задает на плоскости ромб с диагоналями 4 и 6, параллельными осям Ox  и Oy  

соответственно, и с центром в точке  2 ;a a . Второе уравнение задает две прямые 2x   и 1y   

Система имеет ровно три решения в одном из двух случаях: 
либо одна из прямых пересекает ромб в двух точках, а вторая 
проходит через одну вершин, либо точка пересечения лежит 
на стороне ромба, но не вего вершине. Рассмотрим эти 
случаи по отдельности. 

1. Если нижняя или верхняя вершина лежит на прямой 1y  , 

то 1 3 4a     или 1 3 2a     . Центр ромба удален от 

прямой 2x   на 6, поэтому прямая 2x   не пересекает 

ромб. 

Если левая или правая вершина лежит на прямой  2x  , то 

2 2
2

2
a


   или 

2 2
0

2
a


  , а центр ромба удален от 

прямой 1y   на 1, поэтому прямая 1y   пересекает ромб в 

двух точках. 
 

2. Точка пересечения прямых не должна совпадать с вершиной ромба, то есть 1a  . Подставим 2x  ,  

1y   в уравнение: 
1 7

8 1 6;   ,   
4 4

a a a    . Оба значения удовлетворяют условию 1a  , а поэтому 

при каждом из этих значений a  система имеет ровно три решения.                           Ответ: 
1 7

2;  ;  ;  0
4 4

.  
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№22. 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система 

2 2
2

2 2
4 4 2 0

3 1

y x x y
a a

x y y x

x y x y

  
       

 
     

  имеет два решения. 

 
Решение: 

1. Рассмотрим второе уравнение из системы  3 1y x y x     . 

Прямые 3y x   и y x  разбивают координатную плоскость на 

четыре области. 

3

1) 

3 1;   2

y x

y x

y x y x y

 



      

;   

3

2) 

3 1;   2

y x

y x

y x y x x

 



      

;  

3

3) 

3 1;   1

y x

y x

y x y x x

 



      

;  

3

4) 

3 1;   1

y x

y x

y x y x y

 



      

  

 

 

Построим данные прямые в соответствующих областях. Решением второго уравнения являются координаты 
любой точки, принадлежащей сторонам получившегося квадрата. 

2. Рассмотрим первое уравнение системы 

2 2
2

2 2
4 4 2 0

y x x y
a a

x y y x

 
      

 
. 

Пусть 
x y

t
y x
  , тогда 

2 2
2

2 2
2

x y
t

y x
   . Получим уравнение относительно t  

2 22 4 4 2 0t at a     , 2t a . 

Вернемся к замене 2
x y

a
y x
  ,  2 22 0  0y axy x xy    .    2 2 2 2 2 1

4

D
a x x x a    , 

2 1y ax x a   , учитывая, что все пары возможных решений принадлежат I координатной четверти. 

 2 1y a a x    и   2 1y a a x    - прямая пропорциональная зависимость, графиками являются 

прямые, проходящая через начало координат. Поскольку   2 21 1 1a a a a     , то графиками 

первого уравнения системы являются две прямые, симметричные относительно прямой y x . 

3. Система уравнений имеет два решения, если 

а) эти две прямые совпадают с прямой y x , тогда  

2
x y

a
y x
  ,  2 ,   2 2 ,   1

x x
a a a

x x
    ; 

б) одна из прямых проходит через точку  1;2 , а вторая  - 

через  2;1 . 

2
x y

a
y x
  ,  

1 2 5 5
2 ,   2 ,   

2 1 2 4
a a a    . 

 
  
 
            
 
 
 
 
 
 

 
 

Ответ: 1; 5/4. 
 
 
 

 



49 
 

 

 
№23. 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система уравнений  

  2 3 0ay ax y x a

xy a

    




 имеет ровно шесть решений.  

 
Решение: 

Из второго уравнения системы получаем: 0a  . 

Если 0a  , то поглучаем систему 
0

;  0
0

y x
x y

xy

 
 


. 

Значит, 0a  . Получим систему 

   2 3 0a y x y x a

xy a

     




, 

2

3

y x
a

y x a

xy a


  


   
  

. 

На координатной плоскости мы получаем две 
параллельные прямые и две гиперболы. Если две прямые 
совпадают, то шесть различных решений невозможно, 

поэтому 
2 2

3 ,   
3

a a
a
  .  

При этом условии гипербола 
a

y
x

  пересекает каждую из прямых в двух различных точках. Это дает 

четыре различных решения данной системы. 

Еще два решения получаются при пересечениитпрямых гиперболой 
a

y
x

   в двух различных точках. Для 

этого нужно, чтобы гипербола дважды пересекала ту прямую, что дальше от начала координат, и не имела 
общих точек с прямой, что ближе к началу координат. Для этого нужно, чтобы из двух квадратных 
уравнений  

2 2
0x x a

a
    и 

2 3 0x ax a    

Одно имело ровно два различных корня, а другое не имело корней. Дискриминанты этих уравнений 
должны быть противоположных знаков. Получаем:  

 2

2

4
4 9 4 0a a a

a

 
   

 
. 

Учитывая, что 0a  , приходим к неравенству   3

4

1 9 4 0,   9

1

a
a a

a


  




.  

Получим, что 
4

0 ;  1
9

a a   .                                                                              

 Ответ: 
4

0 ;  1
9

a a   . 
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 Тест         3. Геометрические приемы решения систем уравнений с параметром 

№1. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 

2 2 16

5

x y

y a x

  


  

 имеет четыре решения.  

                                                                                   

№2. 

 
Найдите все положительные значения параметра а, при каждом из которых система 

2 2 2

8 15 36

4 4

x y

x y a

y

 


 
  

 имеет единственное решение. 

 

№3. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

   
2 2

2 3 1 1

3 4 1

x a y a a

x y a

      


  

  имеет более одного решения. 

 

№4. 

 

Найти все значения параметра, при которых система уравнений 

   

2 2

2 2 4

3 3 10

10

x y xy

x a y a a

  


   

  имеет 

ровно два решения?                                                                                                              
 

№5. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

 

 2 2 2

1 0

3 3 6 5 6 4 3 0

y y

x y a x y a x a

 


       

  имеет единственное решение. 

 

№6. 

 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

  2 22 4 2
0

2

3

y x x x y

x

y a x

     
 
 


  

  имеет ровно два различных решения?  

 

№7. 

 

Найдите все положительные значения a , при каждом из которых система 

   

   

2 2

2 2 2

2 3 2,25

3 2 1

x a y a

x y a a a

     


     

 имеет единственное решение. 

 

№8. 

 

Найдите все положительные значения a , при каждом из которых система 

   

 

2 2

2 2 2

4 3 4

1

x y

x y a

    


  

 имеет единственное решение. 

 

№9. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 1 2 4

4 4 4 7

x y y x a a a

x y x y a a a

      


     

   не имеет решений. 
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№10. 

Найти все значения а, при каждом из которых система уравнений 

2 28 4 15 4 2 10

2

x x y y x y

x y a

       


 
  имеет более двух решений.  

 

№11. 

 

Найти все значения а, при каждом из которых система уравнений 

2 22 2y x x x

x y a

     


 

  имеет 

более двух решений.  
 

№12. 

 

При каких значениях a  система 

2 2 23 2 1 3
2 2

y y
x x y x y

y x a

    
        

   
  

 

имеет ровно три различных решения? Найдите все возможные значения a . 

 

№13. 

 

При каком значении a , радиус окружности, вписанной в фигуру, заданную уравнением    

2 1x y a   , равен  2 5 ?  

 

№14. 

 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система 
2 5

1 0

x a y a

xy x y

    


   
 имеет 

ровно три различных решения. 
 

№15. 

 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система уравнений  

  4 3 0ay ax y x a

xy a

    




 имеет ровно шесть решений.  

 
 

 

 

 

 Ответы (тест)  3. Геометрические приемы решения систем уравнений с  

                                 параметром 
 

№1 №2 №3 №4 №5 №6 №7 №8 

 

 5 4 2; 5 4 2  

 

36
;

17

5;4 10 


 

 

 1;0  

 

0,2  

 

 
0 и 1 

 

 3;  4;  
1

6
 и 2,5 

 

3 2 2;

34 2




 

№9 №10 №11 №12 №13 №14 №15 

 

 ; 1 ;

1 1
; ;

5 5

3
;

7

 

 
 
 

 
 

 

 

 

5 5 5a    ; 

5 5 5a   

 

 

 1 10; 2 ;

0

 
 

 

 

9
; 1 ;

8

2 2
; ;

2 2

1

 
  
 

 
 
 

 

 
10 

 

1,5;

2
;

3

8
;

3

3,5





 

 

 3

4
0; ;

9

4;

 
 
 


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 Решение (тест)  3. Геометрические приемы решения систем рациональных уравнений 

                                 с параметром  
 
 
 

№1. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых система 

2 2 16

5

x y

y a x

  


  

 имеет четыре 

решения.  
                                                                                   

Решение: 

Первое уравнение системы задает на координатной плоскости окружность с центром в точке  0;0   

радиуса 4. 

Второе – прямой угол с вершиной в точке  5;a : 

5 0 5

5,   ,   5 5

5 5

x x

y a x y a x y x a

y a x y x a

    
 

          
           

. 

Рассмотрим случаи касания ветвей угла с окружностью. 

1)    
22 2 2

2 2

5
,   5 16,   2 2 5 10 9 0

16

y x a
x x a x x a a a

x y

  
         

 
 

   
2 2 2 25 2 10 9 ,   10 7,   0,   10 7 0,   5 4 2

4 4
D Da a a a a D a a a                  . 

При 5 4 2a    одно решение – не походит;  при 5 4 2a     вершина находится в точке В – три 

решения. 

2)    
22 2 2

2 2

5
,   5 16,   2 2 5 10 9 0

16

y x a
x x a x x a a a

x y

   
          

 
 

   
2 2 2 25 2 10 9 ,   10 7,   0,   10 7 0,   5 4 2

4 4
D Da a a a a D a a a                 . 

При 5 4 2a   одно решение – не походит;  при 5 4 2a    вершина находится в точке А – три 

решения. 

При 5 4 2 5 4 2a      стороны угла четыре раза пересекают окружность, значит, система имеет 

четыре решения.  
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Ответ:  5 4 2; 5 4 2   . 

№2. Найдите все положительные значения параметра а, при каждом из которых система 

2 2 2

8 15 36

4 4

x y

x y a

y

 


 
  

 имеет единственное решение. 

 
Решение: 

В системе координат xOy  построим графики 

уравнения прямой 8 15 36x y  , окружности 

2 2 2x y a    0r a    и изобразим множество 

точек плоскости, удовлетворяющее неравенству 

4 4y   .   

Система имеет единственное решение в случае, 

когда окружность касается отрезка AB прямой 

8 15 36x y  , значит, OH AB .  В 

прямоугольном треугольнике MON  найдем 

значение 
9 12 51 36

:
2 5 10 17

OM ON
OH

MN

    
      

   
,  

1

36

17
r  . 

 
 

 

Увеличивая далее радиус окружности, будем иметь две точки пересечения с отрезком AB  до точки  

 3; 4A   и    
2 2

2 3 4 5OA r      . Далее, увеличивая радиус окружности до точки  12;4B , 

будет одна точка пересечения с отрезком AB и 
2 2

3 12 4 4 10OB r    . Итак, система имеет 

единственное решение при 
36

17
a   и 5;4 10a 


.                                                                   

   Ответ: 
36

17
 и 5;4 10


. 

 

№3. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

   
2 2

2 3 1 1

3 4 1

x a y a a

x y a

      


  

  имеет более одного решения. 

 
Решение: 
Левая часть первого уравнения системы неотрицательна, значит, чтобы система имела решения, надо чтобы 

1 0a  . 

Пусть 1a   . Тогда имеем систему 
   

2 2
2 2 0

3 4 2

x y

x y

    


  

.  

Первое уравнение имеет решением пару  2,2 , которая также удовлетворяет второму уравнению системы, 

поэтому при 1a   система имеет единственное решение. 



54 
 

 

Пусть 1a   . Решения первого уравнения системы лежат на 

окружности с центром в точке  2 , 3 1a a    и радиусом 1a  . 

Решения второго уравнения – точки прямой 3 4 1x y a   . 

Следовательно, система имеет более одного решения тогда и только 

тогда, когда расстояние от центра окружности  2 , 3 1a a    до 

прямой 3 4 1x y a    меньше радиуса 1a   данной окружности. 

Используем формулу расстояния от точки  ,M MM x y  до прямой  

0Ax By C   :  
2 2

; 0 M MA x B y C
M Ax By C

A B


   
   


. 

Получаем систему 
 

   
2 2

3 2 4 3 1 1
1 5 5 5 1

,   ,   1 04 3
1

1

a a a
a a a

a
a

a

      
     

   
  

 

.                     

Ответ: 1 0a   . 
 

№4. 

 

Найти все значения параметра, при которых система уравнений 

   

2 2

2 2 4

3 3 10

10

x y xy

x a y a a

  


   

  

имеет ровно два решения?                                                                                                              
 
Решение: 

Первое уравнение системы раскладывается на множители:   3 3 0x y y x   . Следовательно, 

уравнение задает пару прямых 3x y  и 3y x . 

Второе уравнение при каждом 0a   - уравнение окружности с центром  ;a a  и радиусом  
2 10a . 

Если 0a  , то система имеет единственное решение и поэтому не удовлетворяет условию задачи. 

Если  0a  , то условие задачи выполнено тогда и только тогда, когда окружность касается каждоц из 

прямых, то есть расстояние от центра до каждой из прямых равно радиусу окружности. Получаем уравнение 

2
3

10
10

a a
a


 , 0,2a   .  

 
Ответ: 0,2a   .  
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№5. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

 

 2 2 2

1 0

3 3 6 5 6 4 3 0

y y

x y a x y a x a

 


       

  имеет единственное решение. 

 
Решение: 
Выделим в уравнении системы полные квадраты: 

 

   

     

      

   

   

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
2 2

3 3 6 5 6 4 3 0

3 6 3 6 5 6 4 3 0

3 2 3 2 6 4 3 0

3 6 3 3 2 0

3 2 1 3 2

3 1 3 2

2
1

3

x y a x y a x a

x ax y ay a x a

x ax a y ay a a x a

x a x a y a a a

x a x a y a a a

x a y a a a

a a
x a y a

       

       

         

        

       

     


    

 

Уравнение определяет окружность с центром  1;a a  и радиусом 

2 2

3

a a
 при    ; 2 ; 0;a    . 

Неравенство  1 0y y    определяет горизонтальную полосу 1 0y   . Единственное решение 

получается в двух случаях. 
1. Окружность касается полосы внешним образом. Это происходит тогда и только тогда, когда центр 
расположен вне полосы, а ее радиус равен расстоянию от центра до ближайшей границы полосы: 

 
2

2

1

2
1

3

a

a a
a

 

 

 


    или   2
2

0

2

3

a

a a
a



 




,  

                                                   
2

1

2 8 3 0

a

a a

 


  
      или    

2

0

2 2 0

a

a a




 
. 

Первая система решений не имеет.  

Вторая система имеет решение 1a  . 

2. Окружность превращается в точку и при этом 
принадлежит полосе: 

2

1 0

02
0

3

a

aa a

  


  




. 

                                 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
 

Ответ: 0 и 1. 
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№6. Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

  2 22 4 2
0

2

3

y x x x y

x

y a x

     
 
 


  

  имеет ровно два различных решения?  

 
Решение: 
Решим первое уравнение системы: 

  2 22 4 2
0

2

y x x x y

x

    



. 

Получим 2y x   или  
2 22 2x y    при условии, что 

2x   . 

Построим график данного уравнения. 

Графиком функции 3y a x    является прямая с 

неотрицательным угловым коэффициентом, равным  

3a  , определенная при  3a  . 

Возможны четыре случая взаимного расположения данной 
прямой и графика первого уравнения системы. 

1. Прямая 3y a x    при 3a   пересекает окружность  

 
2 22 2x y    в двух точках и не имеет общих точек с 

графиком уравнения 2y x  . Таким образом, система 

имеет ровно два решения. 

 
 
 

 

2. Прямая 3y a x    при 3 4a   пересекает окружность  
2 22 2x y    в двух точках  и график 

уравнения 2y x   еще в одной. В этом случае система имеет три решения. 

3. Прямая  3y a x    при 4a   касается окружности  
2 22 2x y   . Уравнение касательной имеет 

вид y x . С графиком уравнения 2y x   данная прямая имеет одну точку пересечения. Таким образом, 

система имеет ровео два решения. 

4. Прямая  3y a x    при 4a   не имеет общих точек с окружностью  
2 22 2x y   . С графиком 

уравнения 2y x   прямая имеет две точки пересечения. Таким образом, система имеет ровно два 

решения. 

Исходная система будет иметь ровно два различных решения при 3a   или 4a  . 

 

Ответ: 3;  4a a  . 
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№7. 

Найдите все положительные значения a , при каждом из которых система 

   

   

2 2

2 2 2

2 3 2,25

3 2 1

x a y a

x y a a a

     


     

 имеет единственное решение. 

 
Решение: 

    

     

2 2 2

2 2 2

2 3 1,5

3 1

x a y a

x y a a

     


    

 

Данная система имеет единственное решение тогда и только тогда, когда окружности, задаваемые на 

координатной плоскости  Oxy  уравнениями системы, касаются внешним или внутренним образом. 

Первое уравнение системы задает уравнение окружности с центром в точке  1 2 3;O a a  и радиусом 

1 1,5r  . 

Второе уравнение системы задает уравнение окружность с центром в точке  3;a  и радиусом 2 1r a  . 

Поскольку по условию 0a  , то 2 1r a  . 

Внешнее касание окружностей происходит, если расстояние между центрами равно сумме радиусов: 

1 2 1 2OO r r  . 

    
2 2

1 2 1 22 3 3 2 ,   1,5 1 2,5OO a a a a r r a a             , 2 2,5 ;   2,5a a a   . 

Внутренее касание окружностей происходит, если расстояние между центрами равно модулю разности 

радиусов: 1 2 1 2OO r r  . 

 

0
1

2 1,5 1 ;   2 0,5 ;   ;   2 0,5
6

2 0,5

a

a a a a aa a

a a




      
  

.                                                 Ответ: 
1

6
 и 2,5. 

 

№8. 

 

Найдите все положительные значения a , при каждом из которых система 

   

 

2 2

2 2 2

4 3 4

1

x y

x y a

    


  

 имеет единственное решение. 

 
Решение: 

Если 0x  , то уравнение    
2 2

4 3 4x y     задает окружность 
1  с центром в точке  1 4;3C  радиуса 

2, а если 0x  , то оно задает окружность 2  с центром в точке  2 4;3C   того же радиуса. 

При положительных значениях параметра a  уравнение  
2 2 21x y a    задает окружность   с центром в 

точке  1;0C   радиуса a . Поэтому задача состоит в том, чтобы найти все значения параметра a , при 

каждом из которых окружность   имеет единственную общую точку с объединением окружностей 
1  и 2 . 

   Из точки C  проведем луч 1CC  и обозначим 1A  и 1B  точки его пересечения с окружностью 1 , где 1A  

лежит между C  и 1C . Т.к.  
2 2

1 4 1 3 34CC     , то 1 34 2CA   , 1 34 2CB   . 

При 1a CA  или 1a CB  окружности   и 1  не пересекаются. 

При 1 1CA a CB   окружности   и 1  имеют две общие точки. 

При 1a CA  или 1a CB  окружности   и 1  касаются. 

   Из точки C  проведем луч 2CC  и обозначим 2A  и 2B  точки его пересечения с окружностью 2 , где 2A  

лежит между C  и 2C . Т.к.  
2 2

2 4 1 3 3 2CC      , то 
2 3 2 2CA   , 

2 3 2 2CB   . 
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При 
2a CA  или 

2a CB  окружности   и 
2  не пересекаются. 

При 
2 2CA a CB   окружности   и 

2  имеют две общие точки. 

При 
2a CA  или 

2a CB  окружности   и 
2  касаются. 

    Исходная система имеет единственное решение тогда и только тогда, когда окружность   касается 

ровно одной из двух окружностей 
1 и 

2  и не пересекается с другой. Т.к. 
2 1 2 1CA CA CB CB   , то 

условию задачи удовлетворяют только числа 3 2 2a    и 34 2a   . 

 

 

Ответ: 3 2 2;  34 2  . 

№9. 

 

Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система 

 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 1 2 4

4 4 4 7

x y y x a a a

x y x y a a a

      


     

    не имеет решений. 

 
Решение: 
Запишем систему в виде 

     

     

2 2 2

2 2 2

2 1

2 2 2

x a y a a

x a y a a

     


    

. 

Если 1a  , то система примет вид  
   

   

2 2

2 2

1 2 0

2 2 1

x y

x y

    


   

 и она решений не имеет. 

Если 2a  , то система примет вид  
   

   

2 2

2 2

2 4 1

4 4 0

x y

x y

    


   

 и она решений не имеет. 

Если 1,   2a a  , то каждое уравнение системы есть уравнение окружности. В этом случае система не 

имеет решений тогда и только тогда, когда расстояние между центрами этих окружностей больше суммы 
или меньше разности их радиусов. 

Расстояние 1 1O O  между центрами  1 ,  2O a a  и  2 2 , 2O a a  равно 

    
22 2 2

1 2 2 2 2 9 16 5OO a a a a a a a          , а радиусы 1 1R a   и 2 2R a  . 

Решим два неравенства: 

(1) 1 2 1 2OO R R  ,  5 1 2a a a    ,

1

3

7

a

a

 

 


. 
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(2) 1 2 1 2OO R R  , 5 1 2a a a     , 
1 1

5 5
a   .                        Ответ:  

1 1 3
; 1 ; ; ; ;

5 5 7

   
      

   
. 

№10. 

Найти все значения a , при каждом из которых система уравнений 

2 28 4 15 4 2 10

2

x x y y x y

x y a

       


 
  имеет более двух решений.  

 
Решение: 
 
  Изобразим на координатной плоскости множество точек, координаты которых удовлетворяют первому 
уравнению системы. Рассмотрим два случая: 

1) Если 2 10 0x y   , то получаем уравнение  

   
2 22 2 2 28 4 15 8 4 40,   16 8 55 0,   8 4 25x x y y x y x x y y x y                 

Полученное уравнение задает окружность с центром в точке  1 8; 4O    и радиусом 5. 

2) Если 2 10 0x y   , то получаем уравнение   

2 2 2 28 4 15 4 8 40;   25x x y y y x x y          

Полученное уравнение задает окружность с центром в точке  2 0;0O   и радиусом 5. 

Полученные окружности пересекаются в двух точках  5;0A  и  3; 4B  , лежащих на прямой 

2 10 0x y   , поэтому в первом случае получаем дугу 1  с концами в точках A  и B , во втором – дугу 

2  с концами в тех же точках. 

Заметим, что точка  5;2 5C  лежит на дуге 2 и прямая 2O C  перпендикулярна прямой 1 2O O . 

Значения параметра a , при котором происходит касание дуги 2  и прямой 2x y a   найдем, 

решив систему уравнений 

2 2 25

2

x y

x a y

  


 
, 5a   . 

Рассмотрим второе уравнение системы. Оно задает прямую m , параллельную прямой 1 2O O  или  

совпадающую с ней. 

При 5a    прямая m  пересекает каждую из дуг 1  и 2  в точке B  и еще в одной точке, отличной от 

точки B , т.е. исходная система имеет три решения. 

Аналогично, при 5a   прямая  m  проходит через точку  A  и исходная система имеет три решения. 

При 5 5a   прямая m  проходит через точку C , значит, прямая m  касается дуг 1  и 2 , т.е. исходная 

система имеет два решения. 

Аналогично, при 5 5a   прямая m  

касается дуг 1  и 2 , т.е. исходная система 

имеет два решения.При 5 5 5a     или 

5 5 5a   прямая  m пересекает каждую 

из дуг  1  и 2 в двух точках, отличных от 

точек A  и B , т.е. система имеет четыре 
решения. 

При 5 5a    прямая m пересекает каждую 

из дуг  1  и 2 в точке, отличной от точек A  

и B , т.е. система имеет два решения. 

При 5 5a    или 5 5a   прямая m не 

пересекает дуги  1  и 2 , т.е. исходная 

система не имеет решений. 
Значит, исходная система имеет более двух 

решений при 5 5 5a     или  
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5 5 5a  . 

 

 

Ответ: 5 5 5a    ; 5 5 5a  . 

№11. 
Найти все значения а, при каждом из которых система уравнений 

2 22 2y x x x

x y a

     


 

  

имеет более двух решений.  
Решение: 
Изобразим на координатной пллоскости множество точек, 
координаты которых удовлетворяют первому уравнению 
системы. 
Рассмотрим два случая: 

1) Если   2 2 0,   1 2 0,   1 2x x x x x         , то 

получаем уравнение 

 
22 2 2 2 22 2 ,   2 4 0,   1 5y x x x y x x x y             

Полученное уравнение задает окружность с центром в точке 

 1;0  и радиусом 5 . 

2) Если 
2

1
2 0,   

2

x
x x

x

 
   


, то получаем уравнение 

  2 2 2 22 2,   0,   0y x x x y x y x y x          .   

Полученное уравнение задает пару прямых  y x  и y x  . Окружность пересекает прямые в точках 

 1;1A  ,  2;2B ,  2; 2C   и  1; 1D   , поэтому в первом случае получаем две дуги 
1  и 

2  

окружности  
2 21 5x y    с концами в точках А и В, С и D соответственно, во втором – четыре луча 

,  ,  A B Cl l l  и 
Dl  с концами в точках А и В, С и D соответственно. 

Рассмотрим второе уравнение системы. Оно задает прямую m , параллельную прямой BD  или 

совпадающую с ней. 

Заметим, что прямая m  касается окружности  
2 21 5x y    при 1 10a    и 1 10a   . 

При 0a   прямая m  содержит лучи 
Bl  и 

Dl , то есть исходная система имеет бесконечное число решений. 

При 2a    прямая m  пересекает дугу 
1  в двух точках (одна из которых - точка А), пересекает луч 

Al  в 

точке А и не имеет общих точек с дугой 2  и лучами ,  B Cl l  и 
Dl , то есть исходная система имеет два 

решения.  

При 4a   прямая m пересекает дугу 
1  и луч 

Cl  в точке С и не имеет общих точек с дугой 
1  и лучами 

,  A Bl l  и 
Dl , то есть исходная система имеет одно решение.  

При 1 10a    прямая m  касается дуги 
1 , пересекает луч 

Al  в точке, отличной от точки А, и не имеет 

общих точек с дугой 2  и лучами ,  B Cl l  и Dl , то есть исходная система имеет два решения. 

При 1 10a    прямая m пересекает луч Al  в одной точке и не имеет общих точек с дугами 1  и 2  и 

лучами ,  B Cl l  и Dl , то есть исходная система имеет одно решение. 

При 1 10 2a     прямая m  пересекает дугу 1  в двух точках, отличных от точки А, пересекает луч Al  

в точке, отличной от точки А, и не имеет общих точек с дугой 2  и лучами ,  B Cl l  и Dl , то есть исходная 

система имеет три решения. 

При 2 0a    прямая m  пересекает дугу 1  в одной точке и не имеет общих точек с дугой 2  и лучами 

,  ,  A B Cl l l  и Dl , то есть исходная система имеет одно решение. 

При 0 4a  прямая m пересекает дугу 2  в одной точке и не имеет общих точек с дугой 1  и лучами 

,  ,  A B Cl l l  и Dl , то есть исходная система имеет одно решение. 

При 4a   прямая m пересекает  луч Cl в точке, отличной от точки С, и не имеет общих точек с дугами 1  

и 2  и ,  A Bl l  и Dl , то есть исходная система имеет одно решение. Значит, исходная система имеет более 
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двух решений при 1 10 2a     или 0a  .                                                        Ответ:  1 10; 2 ;0  . 

№12. 

При каких значениях a  система 

2 2 23 2 1 3
2 2

y y
x x y x y

y x a

    
        

   
  

 

имеет ровно три различных решения? Найдите все возможные значения a . 

 
Решение:  

Рассмотрим все ситуации, которые получаются при раскрытия модуля. 

При 0,  x y a   система уравнений имеет единственную пару решений  0;a  при любых значениях a . 

При 0x   получим систему  
22 1 0,

  1
.

x y

y x a

   


 
. 

Подставим второе уравнение в первое, тогда получим 
22 1x x a   . 

Графически определим количество решений уравнения. 

Левая часть уравнения:    2 1 9
2 1,   ,   

4 8
в вf x x x x f x      . 

Правая часть уравнения: y a . 

Одно решение при  
9

8
a    и 1a   . 

Два решения при 
9

1
8

a    ; нет решений при 
9

8
a   .  

При 0x   получим систему   
2 2 1

  22
x y

y x a


 


  

. Определим графически количество решений уравнения. 

Первое уравнение задает полуокружность с центром в начале координат и радиусом 
2

2
. Второе уравнение 

- прямая, параллельная прямой y x .   

Нет решений при 
2

2
a   . 

Прямая пересекает полуокружность в одной точке, при движении прямой 

от точки 
2

0;
2

 
  

 
 до точки 

2
0;

2

 
  
 

:  
2 2

2 2
a   . 

Еще одна общая точка появляется, когда происходит касание окружности и 

прямой при 1a  .  

Два решения при 
2

1
2

a  ; нет решений при 1a  . 

Итак, система уравнений имеет ровно три различных решения в следующих 

случаях:  
 система (1) имеет два различных решения, система (2) решений не имеет; 
 система (2) имеет два различных решения, система (1) решений не имеет; 

 системы (1) и (2) имеют по одному решению, но ко всем случаям добавляется решение  0;a , 

которое существует при любом значении a .  
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Ответ: 

 
9 2 2

; 1 ; ; ; 1
8 2 2

  
        

. 

 
№13. 

 

При каком значении a , радиус окружности, вписанной в фигуру, заданную уравнением    

2 1x y a   , равен  2 5 ?  

 
Решение: 

2 1y x a    ,  

1 0,   1 1,   1
2 2 2 2

1 ;   ;   
2 2

1 0,   1 1,   1
2 2 2 2

x xa a
y y y y

x a
y

x xa a
y y y y

 
           

    
 

           
 

 

Фигура, задающая в координатной плоскости 

уравнение 2 1x y a   , является ромбом с 

диагоналями AC  и BD . Радиус окружности, 

вписанной в ромб – это отрезок перпендикуляра, 
проведенный из точки пересечения диагоналей 

к стороне ромба MH r . 

В AMB - прямоугольный и MH  высота, 

проведенная к гипотенузе AB :  

AM MB
MH

AB


 , где 

2

a
BM  . 

В AMB - прямоугольный  
AM MB

MH
AB


 . 

 

Найдем абсциссу точки A : 1 1,   ,   
2 2 2 2

x xa a
x a       . Значит,  ;1A a  и MA a . 

2

2 2 2 5

2 2

a a
AB AM MB a

 
     

 
.    2

5 5

2

a
a

a
MH

a



  , но по условию 2 5r  , тогда получим, 

что  2 5,   10
5

a
a  .                                                                                                                 Ответ: 10. 
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№14. 
Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система 

2 5

1 0

x a y a

xy x y

    


   
 

имеет ровно три различных решения. 
 

Решение:  

Первое уравнение задает на плоскости ромб с диагоналями 10 и 5, параллельными осям Ox  и Oy  

соответственно, и с центром в точке  ;a a . Второе уравнение задает две прямые 1x   и 1y   

Система имеет ровно три решения в одном 
из двух случаях: либо одна из прямых 
пересекает ромб в двух точках, а вторая 
проходит через одну вершин, либо точка 
пересечения лежит на стороне ромба, но не 
вего вершине. Рассмотрим эти случаи по 
отдельности. 
1. Если нижняя или верхняя вершина лежит 

на прямой 1y  , то 1 2,5 3,5a     или 

1 2,5 1,5a     , а центр ромба удален от 

прямой 1x   на 2,5, поэтому прямая 1x    

пересекает ромб в двух точках. 
Если левая или правая вершина лежит на 

прямой  1x  , то 1 5 6a     или 

1 5 4a     , а центр ромба удален от 

прямой 1y   на 5, поэтому прямая 1y   

не пересекает ромб. 
 

2. Точка пересечения прямых не должна совпадать с вершиной ромба, то есть 1a  . Подставим 1x  ,  

1y   в уравнение: 
8 2

3 1 5;   ,   
3 3

a a a     . Оба значения удовлетворяют условию 1a  , а поэтому 

при каждом из этих значений a  система имеет ровно три решения. 

Ответ: 
2 8

1,5;  ;  ;  3,5
3 3

  .  

№15. 

 

Найдите все значения параметра  a , при каждом из которых система уравнений  

  4 3 0ay ax y x a

xy a

    




 имеет ровно шесть решений.  

 
Решение: 

Из второго уравнения системы получаем: 0a  . 

Если 0a  , то поглучаем систему 
0

;  0
0

y x
x y

xy

 
 


. 

Значит, 0a  . Получим систему 
 4 0

,  
00

y x y x

xyxy

   
 

 

. 

Единственное решение  0;0  

На координатной плоскости мы получаем две параллельные 
прямые и две гиперболы.  

   

4
3

4

1  , ;   2   

y x ay x
a

ax a
y a y

ya x
x

xy a a
a y

y x
x


     

                   
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Если две прямые совпадают, то шесть различных решений невозможно, поэтому 
4 2

3 ,   
3

a a
a
  .  

Шесть решений, если прямая 
4

y x
a

    имеет четыре общие точки с параболами, а прямая 3y x a    

две точки пересечения, или наоборот. 

1) Уравнение 3
a

x a
x

    не имеет решений, т.е. 
2 2

1 13 0,   0,   9 4x ax a D D a a      . 

Уравнение  
4 a

x
a x

    имеет два различных решения, т.е. 

 2 2 3 3

24 0,  0,  16 4 4 4ax x a D D a a        . 

2) Уравнение 
4 a

x
a x

    не имеет решений, т.е.  2 2 3 3

24 0,   0,   16 4 4 4ax x a D D a a       

Уравнение  3
a

x a
x

    имеет два различных решения, т.е. 
2 2

1 13 0,   0,   9 4x ax a D D a a      . 

Эти условия выполняются, если       2 3 3

1 2 0,   9 4 4 0,   9 4 4 0D D a a a a a a        . Учитывая, 

что 0a  , получим  34
0; ; 4;

9
a

 
  
 

.                                                                             

 Ответ:  34
0; ; 4;

9

 
 

 
. 
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Справочные материалы 

 Линейное уравнение 

 

Линейное уравнение вида ax b , где  x  - переменная, a  и b  - параметры, имеет: 

 Единственное решение 
b

x
a

 , если 
0

любое число

a

b





. 

 Пустое множество решений, если 
0

0

a

b





  и  уравнение принимает вид 0 x b  . 

 Бесконечное множество решений, если 
0

0

a

b





  и уравнение принимает вид 0 0x  . 

 

 Система линейных уравнений 

Система линейных уравнений вида 
1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

 


 
 имеет: 

 Единственную пару решений  ;x y , если 1 1

2 2

a b

a b
 . 

  Пустое множество решений, если 1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
  . 

 Бесконечное множество решений, если 1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
  . 

 

Геометрическая интерпретация 
 
Графиком линейного уравнения с двумя переменными является прямая.  
Тогда система линейных уравнений имеет: 
 

Единственную пару решений Пустое множество решений 
Бесконечное множество 

решений 

   
 
 

 Уравнение окружности    
2 2 2

0 0x x y y R    ,  0 0;x y   координаты центра, R   радиус. 

 

 Расстояние между точками  1 1;x y  и  2 2;x y :    
2 2

1 2 1 2d x x y y    .  

 


