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1. Линейные уравнения с параметром 

 

 Примеры                                  Решите уравнения: 

 
 

№1. 
 

При каком значении а уравнение 
2 31a x x a    имеет бесконечное множество решений? 

 

 
№2. 

 

При каком значении а уравнение 
24 3 6x a a x    не имеет решений?    

 

 
№3. Для каждого значения а решите уравнение  2 9 3a x a   . 

 

 

 Решение (примеры)          1. Линейные уравнения с параметром     

 
 

№1. 
 

При каком значении а уравнение 
2 31a x x a    имеет бесконечное множество решений? 

 
 Решение: 

 

Разрешим уравнение относительно x . 

 

   

2 3

3

1 1

1 1 1

x a a

x a a a

  

   
 . 

Чтобы уравнение имело бесконечное множество решений, необходимо выполнить следующие 

условия: 
   

3

1 1 0

1 0

a a

a

  


 

   

         

1

1.1

1

a

aa

a


   
 

  

Ответ:1 
 

 
№2. 

 

При каком значении а уравнение 
24 3 6x a a x    не имеет решений?    

 
 Решение: 

             

   

    

  

2

2

2

4 3 6

4 3 6

4 3 2

2 2 3 2

Уравнение не имеет решений, если

2 2 0 2, 2
2

22 0

x a a x

x a x a

x a a

x a a a

a a a a
a

aa

  

  

  

    

     
    

  

 

 
 Ответ: -2. 
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№3. Для каждого значения а решите уравнение  2 9 3a x a   . 

 Решение: 

 
   

   

   

   

   

2 9 3

3 3 3

1) Если 3 3 0

3, 3 уравнение имеет единственное решение

3

3 3

1
 при 3, 3

3

3 3 0 уравнение не имеет решений
2) Еcли 

3 0

3

33

3

3 3
3) Если 

a x a

a a x a

a a

a a

a
x

a a

x a a
a

a a

a

a

aa

a

a a

  

   

  

  




 

   


  


 


   
  

   0 уравнение имеет бесконечное множество решений

3 0

3

33

3

1
Ответ: 1) при 3, 3 единственное решение ;

3

            2) при 3 нет решений; 

            3) при 3 бесконечно

a

a

aa

a

a a x
a

a

a




 


    
  

   




  е множество решений
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 Тест                   1. Линейные уравнения с параметром     

Вариант 1 

 

 
№1. 

При каком значении а уравнение    2 2 4a a x a a x      имеет бесконечное множество 

решений?           
 

 
№2. 

 

Для каждого значения а решите уравнение  2 25 5a x a   .          

 

 
№3. 

 

При каких значениях а уравнение не имеет решений      
2 2 2

3 4 1 5 1x a x x     . 

 

 
№4. Найти значения а, при которых равенство  

8 35 3 7 1
1

15 3 5 3

x a x
x

a a

   
    
 

 

 

 
№5. 

 

При каких значениях параметра b уравнение    2 4 29 2 3 2 3 3x b b b x b b        

имеет бесконечно много корней 

Вариант 2 

 
 

№1. При каком значении а уравнение 
9

25
10

a
x x


   не имеет решений?      

 

 
№2. 

 

Для каждого значения а решите уравнение    25 3 25a a x a    .      

 

 
№3. 

 

При каких значениях а уравнение не имеет решений       
2 2

2 3 1 5 2 2x a x x x      .                                                            

 

 
№4. Найти все значения а, при которых равенство 

 2 7 8 35 21

5 3

a x x x

a

   



 верно для всех х.                                                                                                             

 

 
№5. 

 

При каком значении параметра а уравнение       213 14 15 28 195x x x x a x x        

имеет больше десяти решений?                                                                                                             
 

Вариант 3 

 
 

№1. Найти значения а, при которых равенство 
1 2 6

5 5 6 6

a a
x x

a a


  

 
 имеет место при любом 

значении х.                                                                             

 
№2. 

 

При каком значении параметра а уравнение     1 6 2 6 30 5a a x a x a       не имеет 

решений?                                                                                          

 
№3. Для каждого значения а решите уравнение    27 5 49a a x a    .   
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 Ответы (тест)           1. Линейные уравнения с параметром     

 
 №1 №2 №3 №4 №5 

 
Вар.1 

 
-2 

1
1) 5,  5,  

5

2) 5,  

3) 5,  

a a x
a

a x

a x

   


 

  

 

 
3 

 
0,125 

 

3  

 
Вар.2 

 
19 

5
1) 5, 3,  

3

2) 3,  

3) 5,  

a
a a x

a

a x

a x


   



  

 

 

 
-1/6 

 
5,8 

 
14 

 
Вар.3 

 
4 

 
-9 

7
1) 7,  5,  

5

2) 5,  

3) 7,  

a
a a x

a

a x

a x


   



  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Решение (тест)           1. Линейные уравнения с параметром     

Вариант 1 

 
№1. 

При каком значении а уравнение    2 2 4a a x a a x      имеет бесконечное множество 

решений?           
 

 Решение: 

   

   

 

 
  

  

2

2

2

2

2 4

4 2

4 2

4 2

2 2 2

Уравнение имеет бесконечное множество решений, если

2 2 0 2, 2
2

22 0

a a x a a x

a a x a x a

x a a a a

x a a

x a a a

a a a a
a

aa

    

    

    

  

   

     
    

   

 

Ответ:-2. 
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№2. 
Для каждого значения а решите уравнение  2 25 5a x a   .          

 Решение: 

 
   

   

   

   

2 25 5

5 5 5

1
1) При 5 5 0,  5 и 5 единственное решение 

5

5 5 0 5, 5
2) При 5,  нет решений

55 0

5 5 0 5, 5
3) При 5,  бесконечное множество 

55 0

a x a

a a x a

a a a a x
a

a a a a
a

aa

a a a a
a

aa

  

   

      


     
   

   

     
    

   
решений

 

Ответ: 
1

1) 5,  5,     2) 5,     3) 5,  
5

a a x a x a x
a

        


. 

 
№3. 

 

При каких значениях а уравнение не имеет решений      
2 2 2

3 4 1 5 1x a x x     . 

 Решение: 

     

 

 

2 2 2

2 2 2 2

2

2

2

2

3 4 1 5 1

9 6 16 8 1 25 10 1

6 8 10

18 6

6 18

6 3

Если 3,  то уравнение не имеет решений.

x a x x

x xa a x x x x

ax x x a

x a a

a
x

a

a
x

a

a

    

       

    

  









 

Ответ:3 
 

 
 

№4. 

 

Найти значения а, при которых равенство  
8 35 3 7 1

1
15 3 5 3

x a x
x

a a

   
    
 

 

 Решение: 

 

  

 

 

 

 

8 35 3 7 1
1

15 3 5 3

35 3 18 35 3
15 0,  0

15 15 3

8 35 3 35 3 35 3 5

8 35 3 5 0

8 35 3 5 0

5 40 0

Равенство верно при любых ,  если 5 40 0

1
, 0,125 

8

x a x
x

a a

a xx a x
a a

a a

x a a x a ax

x a x ax

x a a

x a

x a

a a

   
    
 

  
    

      

   

   

 

 

 

 

Ответ:0,125. 
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№5. 
При каких значениях параметра b уравнение    2 4 29 2 3 2 3 3x b b b x b b        

имеет бесконечно много корней 
  

Решение: 

   

     
 

       

     

     

   

2 4 2

4 2 2

4 2 3 2

4 2

4 2

4 2

4

4

2

9 2 3 2 3 3

9 2 3 2 3 3

9 2 3 2 3 3

9 2 3 3 3

9 3 2

9 3 2

Уравнение имеет бесконечно много корней, если

9

9 0 3

3 2 0

x b b b x b b

x b b b b b

x b b b b b b

x b b b b b b

x b b b b

b x b b b

b

b b

b b b b

       

      

      

      

    

    



    


     

3

3

33
2

2
1

1

b

b

bb

b
b

b

 
 

  
 

       
  

   
  

  

Ответ: 3 . 
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Вариант 2 

 
№1. При каком значении а уравнение 

9
25

10

a
x x


   не имеет решений?      

 
 Решение: 

 

 

9
25   10

10

10 9 250

10 9 250

19 250

250
 при 19 уравнение не имеет корней

19

a
x x

x a x

x x ax

x a

x a
a


  

  

  

 

 


 

Ответ: 19. 

 
№2. 

 

Для каждого значения а решите уравнение    25 3 25a a x a    .      

 
 

Решение: 

   

       

   

   

   

   

   

25 3 25

5 3 5 5

5
1) При 5 3 0,  5 и 3 уравнение имеет единственное решение ;

3

5 3 0 5, 3
2) При 3 нет решений;

5, 55 5 0

5 3 0 5,
3) При 

5 5 0

a a x a

a a x a a

a
a a a a x

a

a a a a
a

a aa a

a a a

a a

   

    


      



     
    

     

   


  

3
5 бесконечное множество решений.

5, 5

a
a

a a

 
 

  

 

                                      Ответ: 
5

1) 5, 3,   2) 3,     3) 5,  
3

a
a a x a x a x

a


        


. 

 
№3. 

 

При каких значениях а уравнение не имеет решений       
2 2

2 3 1 5 2 2x a x x x      .                                                            

 
 Решение: 

  

 

 

2 2 2 2

2

2

2

4 12 9 2 1 5 20

12 2 9 21

9 21

12 2

9 21

2 6 1

1
При 6 1 0,   уравнение не имеет корней.

6

x ax a x x x

x a a

a
x

a

a
x

a

a a

      

    











   

 

Ответ: -1/6. 
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№4. Найти все значения а, при которых равенство 

 2 7 8 35 21

5 3

a x x x

a

   



 верно для всех х.                                                                                                             

 Решение: 

 
 

     

 

 

2 7 8 35 21
   3 5 0,  5

5 3

3 2 7 8 35 5 21

3 2 7 24 105 5 105 21

6 21 24 105 5 105 21 0

5 29 0

Равенство верно при любых ,  если 5 29 0

                                    

a a x x
a a

a

a x x a x

a x x x ax a

ax a x x ax a

x a

x a

   
     



     

      

       

 

 

                           5,8a 

 

Ответ: 5,8. 

 
№5. 

 

При каком значении параметра а уравнение       213 14 15 28 195x x x x a x x        

имеет больше десяти решений?                                                                                                             
 

Решение: 

      
   

   

213 14 15 28 195

13 15 14 0

13 15 14 0

Уравнение имеет больше десяти решений, т.е. бесконечное

множество при 14

x x x x a x x

x x x x a

x x a

a

      

     

   



 

Ответ: 14. 

Вариант 3 
 
 

№1. Найти значения а, при которых равенство 
1 2 6

5 5 6 6

a a
x x

a a


  

 
 имеет место при любом 

значении х.                                                                             

 Решение: 

 
 

       

   

 

   

     

   

 

2

2

2

1 2 6

5 5 6 6

1 2 6
5 6 0,  6

5 6

1 6 2 6 5 6

5 6 5 6 2 6 5

5 6 30 3 12

5 36 3 4

9 4 3 4

Равенство имеет место при любом значении ,  если

9 4 0

4 0

a a
x x

a a

x a x a
a a

a

x a a a x a

x a a x a a

x a a a

x a a a

x a a a

x

a a

a


    

 

  
     



     

      

     

    

    

  


 

9, 4
4

4

a a
a

a

  
  



 

Ответ: 4. 
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№2. При каком значении параметра а уравнение     1 6 2 6 30 5a a x a x a       не имеет 

решений?                                                                                          
 

Решение: 

     

 

 
     

   

2

2

1 6 2 6 30 5

5 6 30 2 12 5

5 36 12 3

9 4 3 4

Уравнение не имеет решениё при

9 4 0 9,  4
9

44 0

a a x a x a

x a a x a a

x a a a

x a a a

a a a a
a

aa

     

     

   

    

     
    

  

 

Ответ: -9. 

 
№3. Для каждого значения а решите уравнение    27 5 49a a x a    .   

 
Решение: 

  

     

  

  

  

  

  

27 5 49

7 5 7 7

1) 7 5 0, единственное решение

7
,  7,  5

5

7 5 0 7, 5
2) 5,  нет решений

7, 77 7 0

7 5 0 7, 5
3) 7,  бесконечн

7, 77 7 0

a a x a

a a x a a

a a

a
x a a

a

a a a a
a

a aa a

a a a a
a

a aa a

   

    

  


   



     
    

     

     
   

     

ое

множество решений

 

                                                                                                          Ответ:

7
1) 7,  5,     2) 5,     3) 7,  

5

a
a a x a x a x

a
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2. Квадратные уравнения с параметром 

 

 Примеры                                   

 
 

№1. Вычислить 

2 2
1 2

2 1

x x

x x
 , где 

1
x и 

2
x  корни уравнения 

22 6 1 0x x   . 

 
 

№2. 

 

Найти значение  p , если корни уравнения 
22 5 0x x p    удовлетворяют условию 

2 2
1 2

2 1

65
8

x x

x x
  . 

 
 

№3. 

 

Найти значение а, при котором сумма кубов корней уравнения 
22 4 0x x a    равна 7/2. 

 

 
№4. 

 

Найти целое значение а, при котором один из корней уравнения  2 2 5 15 0x a x a      

в три раза больше другого. 
 

 
№5. 

 

В уравнении 
2 45 0x bx    найти коэффициент b, если корни уравнения находятся в 

зависимости  1

2

1
2

1

x

x





. 

 

 

 

 

 

 Решение (примеры)          2. Квадратные уравнения с параметром     

 

 
№1. Вычислить 

2 2
1 2

2 1

x x

x x
 , где 

1
x и 

2
x  корни уравнения 

22 6 1 0x x   . 

 
Решение: 

 
2

1 2

2

1 2

1 2

1) 2 6 1 0,

     и корни урав.

1
    3 0

2
     3

1
      

2

x x

x x

x x

x x

x x

  



  

  

 

 

 

 
 

   

   

2 2 3 3
1 2 1 2

2 1 1 2

2 2
1 2 1 1 2 2

1 2

2

1 2 1 2 1 2

1 2

2) 

  

3
 

x x x x

x x x x

x x x x x x

x x

x x x x x x

x x

 
 
 


  



  
 



  


 
 

 
 

 

 

2 2
1 2

2 1

2

3) 

1
3 3 3

2
   

1

2

6 9 1,5 6 7,5 45

x x

x x

 
 
 

 

    

 

        

 

 
Ответ: -45. 
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№2. 
Найти значение p , если корни уравнения 

22 5 0x x p    удовлетворяют условию 

2 2
1 2

2 1

65
8

x x

x x
  . 

 
Решение: 

2

2

1 2

1 2

1) 2 5 0

     25 4 2 25 8

     0,  25 8 0,  3,125

5
     0

2 2
5

       
2

       
2

x x p

D p p

D p p

p
x x

x x

p
x x

  

     

   

  

 

 

 

              
  
 
 
 
 
 
 

 

   

 

2 2
1 2

2 1

2

1 2 1 2 1 2

1 2

2

65
2)             

8

3
65

  
8

5 5
3

2 2 2 65
      ,  0

8
2

25 3 65
            5

4 2 8

25 6 13
           

4 8

           25 6 2 13

                  

x x

x x

x x x x x x

x x

p

p
p

p
p

p p

p p

 
 
 

  
     

 
 
 

 

  




  

 

  




  

 

2 

удовлетворяет условию 3,125 и 0

p

p p



 
 

Ответ: 2. 
 

 
 

№3. 

 

Найти значение а, при котором сумма кубов корней уравнения 
22 4 0x x a    равна 7/2. 

 
 
Решение: 

2

2

1 2

1 2

1) 2 4 0

   4 2 0,  2
4

    2 0
2

      2

      
2

x x a

D a a

a
x x

x x

a
x x

  

   

  

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

   

 

3 3
1 2

2

1 2 1 2 1 2

7
2)         

2
7

   3
2

7
     2 4 3

2 2

3 7
            4

2 4
9 3

             
4 2

              1,5 

удовлетворяет условию 2

x x

x x x x x x

a

a

a

a

a

 
 
 

 
 
 

 

   

   

 







 

 
Ответ: 1,5. 
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№4. Найти целое значение а, при котором один из корней уравнения 

 2 2 5 15 0x a x a      в три раза больше другого. 

 
Решение:  

 

   

 

 

 

 

2

2

2

22

2

1

2

1) 2 5 15 0

   2 4 5 15

  4 4 20 60

  16 64 8

  0,  8 0 8

2 8
  5

2

2 8
  3

2

x a x a

D a a

a a a

a a a

D a a

a a
x

a a
x a

    

    

     

    

    

  
 

  
  

 

 
 

 

 

1 2

2 1

2) Пусть 3 ,  тогда

               5 3 3

               5 3 9

             3 14

14
               

3
   Пусть 3 ,  тогда

        3 3 5

        3 15

             18  

удовлетворяет условию 8

x x

a

a

a

a

x x

a

a

a

a



 

 



 



  

 

 



 

Ответ: 18. 
 

 
№5. 

 

В уравнении 
2 45 0x bx    найти коэффициент b, если корни уравнения находятся в 

зависимости  1

2

1
2

1

x

x





. 

 
Решение: 

2

2

1 2

1 2

1)   45 0

6 5
180 0,  

6 5

     

       45

x bx

b
D b

b

x x b

x x





  


  

 

  

 

 

 

                

1

2

1 2

1 2

1
2)  2

1

     1 2 2

     2 1

x

x

x x

x x






  

 

 

 

 

 

1 2

1 2

2 2

2
2 2

2

2 1

1 2

2

45
3)  

2 1

     2 1 45

      2 45 0

      1 360 361

51 19
      

4 4,5

  а)  5,  9

        

      5 9

            14 

удовлетворяет условию 0

  б)  4,5,  

x x

x x

x x

x x

D

x

x x

x x b

b

b

D

x x





 

 

 

  

  

 
 

   

  

   







 

1

1 2

10

        

       4,5 10

         14,5 

удовлетворяет условию 0

x x b

b

b

D



  

  

 


 

Ответ: -14,5 и 14. 
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 Тест                   2. Квадратные уравнения с параметром     

Вариант 1 

 

 
№1. 

 

Вычислить
4 4

1 2 1 2x x x x   , где 1x и 2x  корни уравнения 
22 3 4 0x x   . 

 
 

№2. 

 

Вычислить 1 2

2 2

2 1

x x

x x
 , где 1x и 2x  корни уравнения 

22 7 2 0x x   . 

 
 

№3. 

 

Найти значение p , если корни уравнения 
26 3 0x x p    удовлетворяют условию 

4 4

1 2 1 2

63

8
x x x x    . 

 
№4. 

 

Найти значение а, при котором сумма квадратов корней уравнения 
22 10 0x x a    равна 17. 

 

 
№5. 

 

Найти целое значение а, при котором один из корней уравнения  2 1 3 6 0x a x a     в два 

раза больше другого. 
 

 
№6. 

 

В уравнении 
22 15 0x bx    найти коэффициент b, если корни уравнения находятся в 

зависимости   2 1

1
1 12

2
x x

 
    

 
. 

  

Вариант 2 

 

№1. 
Вычислить

2 5 5 2

1 2 1 1x x x x   , где 1x и 2x  корни уравнения 
22 4 1 0x x   . 

 

 
№2. Вычислить 

3 3

1 2

1 1

x x
 , где 1x и 2x  корни уравнения 

22 8 1 0x x   . 

 

 
№3. 

 

Найти значение p, если корни уравнения 
23 2 15 0x px    удовлетворяют условию

3 3

1 2 2 1

530

9
x x x x     . 

 
№4. 

 

Найти значение а, при котором разность квадратов корней уравнения 
23 0x x a    равна 7/9. 

 

 
№5. 

 

Найти все значения b, при которых корни 1x  и 2x  уравнения  2 22 1 6 0x b x b b     

удовлетворяют условию 
2 2

1 2 37x x  . 

 

 
№6. 

 

В уравнении 
23 7 0x x b   найти коэффициент b, если корни уравнения находятся в зависимости  

 1 2

2
1 1

3
x x

 
   

 
. 
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 Ответы (тест)           2. Квадратные уравнения с параметром     

 
 №1 №2 №3 №4 №5 №6 

 
Вар.1 

 
24,75 

 
32,375 

 
13,5 

 
8 

 
8 

 
1 и 7 

 
Вар.2 

 
-2,75 

 
464 

 
-2 и 2 

 
-4 

 
-3 и 4 

 
2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Решение (тест)           2. Квадратные уравнения с параметром     

Вариант 1 

 
№1. 

 

Вычислить
4 4

1 2 1 2x x x x   , где 1x и 2x  корни уравнения 
22 3 4 0x x   . 

 
Решение: 

2

1 2

2

1 2

1 2

1) 2 3 4 0,  

     и корни

3
   2 0

2

3
   

2

    2

x x

x x

x x

x x

x x

  



  

  

  

 

 

 

    

 

4 4 3 3

1 2 1 2 1 2 2 1

2

1 2 1 2 1 2 1 2

2

2) 

3

3 3
2 3 2

2 2

9
3 6 24,75

4

x x x x x x x x

x x x x x x x x

      

     

    
                  

 
    

 

 

Ответ:24,75.  
 

 
 

№2. 

 

Вычислить 1 2

2 2

2 1

x x

x x
 , где 1x и 2x  корни уравнения 

22 7 2 0x x   . 

 
Решение: 

2

1 2

2

1 2

1 2

1) 2 7 2 0,

     и корни

7
    1 0

2

7
     

2

     1

x x

x x

x x

x x

x x

  



  

 

 

 

 

    
 

3 3

1 2 1 2

22 2

2 1 1 2

2

1 2 1 2 1 2

2

1 2

2

2

2) 

3
  

7 7
3 1

2 2 7 49 7 37
3 32,375

1 2 4 8

x x x x

x x x x

x x x x x x

x x


  

  
 

  
               

 

 

 
Ответ:32,375. 
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№3. Найти значение p , если корни уравнения 
26 3 0x x p    удовлетворяют условию 

4 4

1 2 1 2

63

8
x x x x    . 

Решение: 
2

2

1 2

1 2

1) 6 3 0

9
   9 24 0,

24

1
   0

2 6

1
    

2

     
6

x x p

D p p

p
x x

x x

p
x x

  

    

  

  

  

 

 

    

 

4 4

1 2 2 1

3 3

1 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2

63
2) 

8

63
   

8

63
  3

8

1 1 63
   3

6 2 4 6 8

1 63
           

12 4 2 8

1 2 63
             

12 4 8

               1 2 378

             

x x x x

x x x x

x x x x x x x x

p p

p p

p p

p p

   

  

    

    
          

    

 
   
 


 

 

22 378 0

           1 3024 3025

13,5
1 55

9
14 не удовлетворяет условию 4

24

13,5

p p

D

p
p

p

  

  

 
   

   
 



 
Ответ:13,5. 

 

 
№4. 

 

Найти значение а, при котором сумма квадратов корней уравнения 
22 10 0x x a    равна 17. 

 
 
Решение: 

2

2

1 2

1 2

1) 2 10 0

   25 2 0, 12,5
4

     5 0
2

      5

     
2

x x a

D a a

a
x x

x x

a
x x

  

   

  

 

 

 

 

 

2 2

1 2

2 2

1 2 1 2

2 2

1 2

2 2

1 2

2 2

1 2

2) 5

      2 25

      2 25
2

      25

      17

      17 25

       8 

удовлетворяет условию 12,5

x x

x x x x

a
x x

x x a

x x

a

a

a

 

  

   

  

 

 





 

 
Ответ:8. 
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№5. Найти целое значение а, при котором один из корней уравнения  2 1 3 6 0x a x a     в два 

раза больше другого. 
 

Решение: 

 

   

 

 

 

 

2

2 2

22

2

1

2

1) 1 3 6 0

1 4 3 6 2 1 12 24

10 25 5

0, 5 0 5

1 5
2

2

1 5
3

2

x a x x

D a a a a a

a a a

D a a

a a
x a

a a
x

    

         

    

    

  
  

  
 

 

 

 

 

1 2

2 1

2) Пусть 2 ,  тогда

           2 2 3

                8  5

   Пусть 2 ,  тогда

          3 2 2

         2 4 3

           2 7

           3,5

x x

a

a a

x x

a

a

a

a



  

  



 

 



 

 

Ответ:8. 
 
 

 
№6. 

 

В уравнении 
22 15 0x bx    найти коэффициент b, если корни уравнения находятся в 

зависимости   2 1

1
1 12

2
x x

 
    

 
. 

Решение: 
2

2

2

1 2

1 2

1) 2 15 0

    120 0 при любых 

15
    0

2 2

    
2

15
    

2

x bx

D b b

b
x x

b
x x

x x

  

  

  

  

  

 
 

 2 1

1
1 2 2

1
2

1 2

1 2

1 2

1
2) 1 12

2

1
     12

2 2

15 1
     12 2

2 2 2

           2 24 16

          2 8

          2 8

x x

x
x x x

x
x

x x

x x

x x

 
    

 

     

      

   

  

 

 

 

 

1 2

1 2

2 2

2

2 2

2

2 2

2

15

3) 2

2 8

15
    2 8

2

15
    2 8 0

2

   4 16 15 0

   64 60 4
4

2,58 2
    

1,54

x x

x x

x x

x x

x x

D

x


  


  

  

  

  

  


 

 

 

 
 

2 1

1 2

2 1

а) 2,5 3

     
2

    2,5 3
2

     0,5
2

           1

б) 1,5   5

   1,5 5
2

          7

x x

b
x x

b

b

b

x x

b

b

  

  

  

  



  

  



 

 
 
 
 
 
 
 

Ответ: 1 и 7. 
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Вариант 2 

№1. 
Вычислить

2 5 5 2

1 2 1 1x x x x   , где 1x и 2x  корни уравнения 
22 4 1 0x x   . 

 
Решение: 

2

1 2

2

1 2

1 2

1) 2 4 1 0,

     и корни

1
    2 0

2

     2

1
     

2

x x

x x

x x

x x

x x

  



  

  

  

 

 

 

      

   

2 5 5 2 2 2 3 3

1 2 1 1 1 2 2 1

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2
2

2)   

    3

1 1 1 3
   2 2 3 4

2 2 2 2

11
   2,75

4

x x x x x x x x

x x x x x x x x

      

     

      
                  
      

   

 

Ответ: -2,75.  
 

 
 

№2. 

 

Вычислить 
3 3

1 2

1 1

x x
 , где 1x и 2x  корни уравнения 

22 8 1 0x x   . 

 

Решение: 
2

1 2

2

1 2

1 2

1) 2 8 1 0,

     и корни

1
   4 0

2

     4

1
     

2

x x

x x

x x

x x

x x

  



  

 

 

 

 

 

    
 

 

2
3 3

1 2 1 2 1 2
1 2

3 33 3

1 2 1 2 1 2

2

3

31 1
2) 

1
4 4 3

3 4 8 292
4 8 16 16 29

2 21

2

16 30 1 480 16 464

x x x x x xx x

x x x x x x

  
   

 

 
                

  
 
 

    

 

Ответ:464. 

   
 

№3. 
 

Найти значение p, если корни уравнения 
23 2 15 0x px    удовлетворяют условию

3 3

1 2 2 1

530

9
x x x x     . 

Решение: 

 

2

2

2

1 2

1 2

2
2

1 2

2
2 2

1 2 1 2

2
2 2

1 2

1) 3 3 15 0

  45 0 при любых 
4

2
   5 0

3

2
   

3

   5

4
 

9

4
  2

9

4
  10

9

x px

D p p

p
x x

p
x x

x x

p
x x

p
x x x x

p
x x

  

  

  

 

  

 

   

  

 

 

3 3

1 2 2 1

2 2

1 2 2 1

2

2

2

2

2

530
2) 

9

530
    

9

4 530
  5 10

9 9

20 530
  50 9

9 9

  20 530 450

   20 80

          4

          2

x x x x

x x x x

p

p

p

p

p

p

    

   

 
     

 

    

   

  



 

 

Ответ:-2 и 2 . 
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№4. 
Найти значение а, при котором разность квадратов корней уравнения 

23 0x x a    равна 7/9. 

 
Решение: 

2

2

1 2

1 2

1) 3 0

1
   1 12 0,  

12

1
   0

3 3

1
   

3

    
3

x x a

D a a

a
x x

x x

a
x x

  

   

  

  

 

 

   

 

2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 21 2

1 1

2 2

7 7

9 9
2) 

1 1

3 3

1 7 7

3 9 3

11

33

8 4
2

3 3

2 2 1

x x x x x x

x x x x

x x x x

x xx x

x x

x x

 
      

  
      
  

   
             

      
 

 
    

  
   

 

В случае, если 
2 2

2 1

7

9
x x  , то 1 2

4
1,

3
x x    

1 23) 
3

4
  1

3 3

      4 

удовлетворяет условию

1
 

12

a
x x

a

a

a

 

  

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

Ответ:-4. 
 

 
№5. 

 

Найти все значения b, при которых корни 1x  и 2x  уравнения  2 22 1 6 0x b x b b     

удовлетворяют условию 
2 2

1 2 37x x  . 

 
Решение:  

 

   

2 2

2 2

2 2

1

2

1) 2 1 6 0

   2 1 4 6

  4 4 1 4 4 24 25

2 1 5
          2

2

2 1 5
         3

2

x b x b b

D b b b

b b b b

b
x b

b
x b

     

     

      

 
  

 
  

 

 

   

2 2

1 2

2 2

2 2

2

2

1 2

2) 37

  2 - 3 37

   4 4 6 9 37 0

  2 2 24 0

   12 0

4 3

x x

b b

b b b b

b b

b b

b b

 

  

      

  

  

  

 

 
Ответ: -3 и 4. 

 
№6. 

 

В уравнении 
23 7 0x x b   найти коэффициент b, если корни уравнения находятся в 

зависимости   1 2

2
1 1

3
x x

 
   

 
. 

Решение: 
2

2

1 2 1 2

1 2

1) 3 7 0

49
   49 12 0,  

12

7
   0

3 3

7 7
  ,  

3 3

   
3

x x b

D b b

b
x x

x x x x

b
x x

  

   

  

   

 

 

 

 

   

 

1 2

2 2

2 2

2

2 2 2

2

2 2

2

2

2

1

2
2) 1 1

3

7 2
    1 0

3 3

    3 1 1 0

    3 3 1 0

       4 4 0

        2 0

             2,  

7 1
        2

3 3

x x

x x

x x

x x x

x x

x

x

x

 
   

 

 
    

 

   

    

  

 



  

 

1 23) 
3

1
    2

3 3

       2 

49
удовлетворяет условию 

12

b
x x

b

b

b

 

 



 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

Ответ:2 . 
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3. Количество корней целых уравнений с параметром 

 

 Примеры                                   
 

 

 
№1. При каких значениях а уравнение    22 4 2 3 0a x a x      имеет единственное 

решение. 
 

 
 
№2. 

 

При каких значениях а уравнение    24,2 3 1,25 0a x a x      имеет единственное 

решение.  
 

 
 
№3. 

 

При каких значениях k, уравнение    21 4 7 0k x k x k       имеет два 

совпадающих корня. 
 

 
 
№4. 

 

При каких значениях а уравнение 
2 2 3 2 1 0ax x a     имеет два различных корня?  

 

 
 
№5. 

 

При каких значениях  m уравнение    22 1 6 0m x m x m       не имеет 

действительных корней? 
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 Решение (примеры)      3. Количество корней целых уравнений  с параметром   

 

 
№1. 

 

При каких значениях а уравнение    22 4 2 3 0a x a x      имеет единственное решение. 

Решение: 

2

1) 2 0,   2

   Уравнение примет вид

      0 0 3 0

       3 0,  неверное числовое равенство

       ,  нет решений

a a

x x

x

  

    




 
 

 

   

       

   

2

2

2) 2,  2 2 2 3 0

  2 12 2 2 2 12
4

   Квадратное уравнение имеет 

   два совпадающих корня, если 0.

  2 14 0

   2 или 14

Но 2 не подходит, из 1) действия

При 14 уравнение имеет еди

a a x a x

D a a a a

D

a a

a a

a

a

     

        



  

 



 нственное решение.

 

Ответ: 14. 

 
 

№2. 

 

При каких значениях а уравнение    24,2 3 1,25 0a x a x      имеет единственное 

решение.  
Решение: 

 2

1) 4,2 0,    4,2

   Уравнение примет вид линейного

   0 4,2 3 1,25 0

          1,2 1,25

25
          ,  единственное решение

24

         4,2 подходит

a a

x x

x

x

a

  

    







 

 

              

 

     
2

2 2

2

1 2

2) 4,2. Квадратное уравнение

   3 4 4,2 1,25

  6 9 5 21 12

Квадратное уравнение иеет два 

совпадающих корня, если 0.

         12 0

       4 3

a

D a a

a a a a a

D

a a

a a



     

       



  

  

 

 Ответ: -3; 4 и 4,2. 

 
 

№3. 

При каких значениях k, уравнение    21 4 7 0k x k x k       имеет два совпадающих 

корня. 

 
Решение: 

 

1) 1 0,   1

  Уравнение примет вид линейного

        5 8 0

  И оно имеет единственное решение.

  Двух совпадающих решений 

   у линейного уравнения быть не может.

k k

x

  

 

 

     

 

2 2

2 2

2

2

2) 1.

 Имеем квадратное уравнение.

 Два совпадающих решения при 0.

 4 4 1 7 8 16

    4 6 7 3 16 44

 0,  3 16 44 0

               3 16 44 0

             64 132 196
4

          

k

D

D k k k k k

k k k k

D k k

k k

D





        

      

    

  

  

1 2

8 14 22
        2

3 3
k k k

 
   

 

Ответ:
22

;  2
3
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№4. 
При каких значениях а уравнение 

2 2 3 2 1 0ax x a     имеет два различных корня?  

 

 
Решение: 

   

2

2
2

Чтобы уравнение 2 3 2 1 0 имело два различных корня, необходимо,

чтобы оно оставалось квадратным, т.е. 0 и 0.

                             3 2 1 3 2
4

                                   

ax x a

a D

D a a a a

   

 

     

   

2

2

        2 3 0

                                              2 3 0

                                        1,5 1 0

1,5 1
                                            

0

                   

a a

a a

a a

a

a

   

  

  

  




                      1,5;0 0;1a  

 

Ответ:    1,5;0 0;1a   .  

 
 
№5. 

 

При каких значениях  m уравнение    22 1 6 0m x m x m       не имеет 

действительных корней? 

 
Решение: 

2

1) Если 2,  то уравнение примет вид

                 0 3 9 0

                        3 9

                          3 есть корень

           Значит, 2 не подходит

m

x x

x

x

m



   



 



 

 

 

     

 

 

2

2 2

2

2

2

2)  2. Квадратное уравнение не имеет

                 корней, если 0.

    1 4 2 6

   2 1 4 4 12

   3 14 49

   0,  3 14 49 0

                  3 14 49 0

                7

m

D

D m m m

m m m m

m m

D m m

m m

m m





      

      

   

    

  



 

7
0

3

7

77
; 7 ;

33

2

m

mm

m

 
  

 

 
  
        
  
 

 

Ответ:  
7

; 7 ;
3

m
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 Тест                   3. Количество корней целых уравнений  с параметром   

   

Вариант 1 

 
 

№1. 
 

При каких значениях а уравнение    21 2 2 3 0a x a x      имеет единственное решение. 

 

 
№2. 

 

При каких а уравнение   21 1 0a x ax     имеет единственное решение. 

 

 
№3. 

 

При каких значениях а уравнение 
2 2 6 1 0ax x a    имеет два различных корня?  

 

 
№4. 

 

При каких значениях а уравнение 
2 4 3 0ax x a    не имеет корней? 

 

 
№5. 

 

Найти число целых значений а, при которых уравнение  3 33x x a x x    имеет три различных 

корня?                                                                                                  

 

Вариант 2 

 

 
№1. 

 

При каких значениях а уравнение    23 9 3 2,25 0a x a x      имеет единственное решение. 

 

 
№2. 

 

При каких а уравнение    21,875 1 2 0a x a x      имеет единственное решение.  

 

 
№3. 

 

При каких значениях а уравнение 
2 4 2 3 10 0ax x a     имеет два различных корня? 

 

 
№4. 

 

Найти целое значение а, при котором уравнение    212 2 12 2 0a x a x      не имеет 

действительных корней. 
 

 
№5. 

 

При каком целом значении а уравнение  3 3x x a x x    имеет три различных корня?       
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 Ответы (тест)           3. Количество корней целых уравнений  с параметром       

 
 №1 №2 №3 №4 №5 

 
Вар.1 

 
2 

 
-2 и -1 

 

   3;0 0;2   

 

   ; 4 1;     

 

 3;1  

 
Вар.2 

 
4 

 
-8; -2  и  -1,875  

2
4;0 0;

3

 
  

 
 

 

 12;14  

 

 1;1  

 

 

 Решение (тест)           3. Количество корней целых уравнений  с параметром       

Вариант 1 

 
№1. 

 

При каких значениях а уравнение    21 2 2 3 0a x a x      имеет единственное решение. 

 
 
Решение: 

2

1) 1 0,    1

  Получим уравнение вида

    0 0 3 0

      3 0,неверно

      ,  нет решений

a a

x x

x

   

    





 

 

 

       

   

   

2

2) 1,  уравнение квадратное

  1 3 1 1 1 3
4

        1 2

  0,   1 2 0

              1 2

1 не подходит из 1) действия

2 уравнение имеет единственное решение

a

D a a a a

a a

D a a

a a

a

a

 

        

  

   

  

 



 

 
Ответ: 2. 

 
  

 
№2. 

 

При каких а уравнение   21 1 0a x ax     имеет единственное решение. 

 

 
Решение: 

 

2

1) 1 0,   1

   Уравнение примет вид линейного

        0 1 0

         1 единственное решение

     Значит, 1 подходит

a a

x x

x

a

   

   

 

 

 

 
 

 
 

     

 

22 2

2

2) 1. Уравнение квадратное

4 1 1 4 4 2

Квадратное уравнение имеет единственное решение,

если 0

    2 0,

       2

a

D a a a a a

D

a

a

 

          



 

 

 
Ответ: -2 и -1. 
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№3. 
При каких значениях а уравнение 

2 2 6 1 0ax x a    имеет два различных корня?  

 
Решение: 

 

   

   

2

2

2

Квадратное уравнение имеет два различных

0
корня, если .

0

6 1 6
4

       6 0

          6 0

    2 3 0

      3 2,  но 0

      3;0 0;2

a

D

D a a a a

a a

a a

a a

a a

a






      

   

  

  

   

  

 

 

Ответ:    3;0 0;2  . 

 
№4. 

 

При каких значениях а уравнение 
2 4 3 0ax x a    не имеет корней? 

 
Решение: 

1) 0,  уравнение примет вид

              4 3 0

3
                    есть решение

4

      Значит 0 не подходит

a

x

x

a



  





 

 

 

 

   

   

2

2

0
2) 

0

    4 3 3 4
4

         3 4 0

        1 4 0

4

       ; 4 1;1

0

a

D

D a a a a

a a

a a

a

aa

a






      

   

  

 
      
 

 

Ответ:    ; 4 1;    . 

 

 
№5. 

 

Найти число целых значений а, при которых уравнение  3 33x x a x x    имеет три различных 

корня?                                                                                                  

 
Решение: 

 

 

 

3 3

3 3

2 2

2

2

1

2

3

3 0

3 0

1 3 0

0 или 1 3

3

1

0 первый корень

x x ax ax

x ax x ax

x x ax a

x a a

x x a a

a
x

a

x

  

   

   

   

   






 

 

 
 

2

Исходное уравнение будет иметь еще два корня,

если уравнение

3
 имеет два корня.

1

3
Значит, 0

1

3
0

1

3 1

a
x

a

a

a

a

a

a
















  

 

Ответ:  3;1 . 
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Вариант 2 

 
№1. 

 

При каких значениях а уравнение    23 9 3 2,25 0a x a x      имеет единственное решение. 

 
Решение: 

2

1) 3 0, 3

  Уравнение примет вид

   0 0 2,25 0

      2,25 0,  неверно

      ,  нет решений

  Значит, 3 не подходит

a a

x x

x

a

  

    







 

 

 

   

       

   

   

2

2

2) 3,  квадратное уравнение

   9 3 4 3 2,25

  9 3 9 3 9 3 3 1

  9 3 4

Квадратное уравнение имеет два совпадающих

корня, если 0

        3 4 0

        3 4

3 не подходит из 1) действи

a

D a a

a a a a

a a

D

a a

a a

a



      

        

  



  

 

 я

4 уравнение имеет единственное решениеa 

 

 
Ответ: 4. 

  

 
№2. 

 

При каких а уравнение    21,875 1 2 0a x a x      имеет единственное решение.  

 
Решение: 

2

1) 1,875 Уравнение примет вид

          0 0,875 2 0

2
    единственное решение

0,875

   Значит, 1,875 подходит.

a

x x

x

a

 

   




 

 

 

 

     
2

2 2

2

1 2

2) 1,875 Уравнение квадратное

   Два совпадающих корня при 0

   1 4 2 1,875

   1 2 8 15 10 16

        0,  10 16 0

          2 8

a

D

D a a

a a a a a

D a a

a a

 



       

       

   

   

 

 
Ответ: -8; -2 и  -1,875. 

   

 
№3. 

 

При каких значениях а уравнение 
2 4 2 3 10 0ax x a     имеет два различных корня? 

 
Решение: 

   

 

2
2

2

2

0
                     2 2 3 10 8 3 10

40

     3 10 8 0

        3 10 8 0

2
4 2

           4;0 0;3
3

0

a
D a a a a

D

a a

a a

a
a

a


      



   

  


    

     
  

 

Ответ:  
2

4;0 0;
3

 
  

 
. 
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№4. Найти целое значение а, при котором уравнение    212 2 12 2 0a x a x      не имеет 

действительных корней. 

 
Решение: 

2

1) 12 0, 12

   Уравнение примет вид

        0 0 2 0

          2 0,  неверно

          ,  нет корней

  Значит, 12 подходит

a a

x x

x

a

  

    







 

 

   

   

   

   

2

12
2)           

0

   12 12 2
4

         12 12 2

         12 14

  0,  12 14 0

                 12 14

a

D

D a a

a a

a a

D a a

a






     

    

  

   

 

 

 

Ответ:  12;14 . 

 
 

№5. 
 

При каком целом значении а уравнение  3 3x x a x x    имеет три различных корня?       

 
Решение: 

 

 

 

3 3

3 3

2 2

2

2

2

0

1 0

1 1 0

0 или 1 1

1

1

x x ax ax

x x ax ax

x x ax a

x a a

x x a a

a
x

a

  

   

   

   

   






 

 

2

Исходное уравнение уже имеет один

корень 0,  еще два корня появляется,

1
когда уравнение  будет

1

иметь два решения.

1
                0

1

1
               0

1

             1 1

x

a
x

a

a

a

a

a

a


















  

 

Ответ:  1;1 . 
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4. Дробно-рациональные уравнения с параметром 

 

 Примеры                                   

 
№1. При каком значении а уравнение 

2 3 2
0

x x
x a
 




 имеет один корень?       

 
 

№2. 
 

При каком значении а уравнение 
2( 2) ( 7) 5

0
1

a x a x
x

   



 имеет один корень? 

 
 

№3. Найти значение параметра а для которых уравнение 

2

2 2

3 5

25 25

x a ax

x x

 


 
 имеет 

единственное решение. 
 

 
 

№4. 

 

При каком значении параметра р уравнение  
2

5 3
811 24

px
xx x




 
 не имеет 

решений? 
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 Решение (примеры)      4. Дробно-рациональные уравнения с параметром     

 

 
№1. При каком значении а уравнение 

2 3 2
0

x x
x a
 




 имеет один корень?       

 
Решение:  

1

2

3 2 0

1

2

x x

x a

x

x

x a











  









 

 

 

1

2

1

2

Единственное решение

1) Если 1,  то

1

22

1

2) Если 2,  то

1

12

2

a

x

xx

x

a

x

xx

x

















 







 



 

 

Ответ: 1 и 2a a  . 

  

 
 

№2. 

 

При каком значении а уравнение 

2( 2) ( 7) 5
0

1
a x a x

x
   




 имеет один корень? 

Решение: 

   

 
   

 
 

2 2

22

5 5 0 1
1) 2, 1 единственное решение

1 1

2) 2,  7 4 2 5 14 49 20 40

5

7 3 2
                    6 9 3        

2 42 2 1
2 2

                   0

x x
a x

x x

a D a a a a a

a a a
D a a a x

aa
a

D

  
 
  








   
     

 

           


    

      
   



 1 2 1
, 3 1

1

5

2
                  0,

1

1

5
       Единственное решение будет, если  1, 5 2; 7

2

x x
a x

x

x
a

D
x

x

a a
a












  
    



 



 



     


  

Итак, уравнение имеет единственное решение при  7; 2; 3a     

 

Ответ: -7;-2;3 
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№3. 

Найти значение параметра а для которых уравнение 

2

2 2

3 5

25 25

x a ax

x x

 


 
 имеет 

единственное решение. 
Решение:  

 

2

2 2 2
1 2

2

2

3 5 0

5

5

1) 4 3 5 12 20;  12 20 0; 10;  2

    )  10,  то   10 25 0 5 ОДЗ

    )  2,  то  2 1 0 1 ОДЗ 2

2)  0,  но один из корней ОДЗ, а другой

x ax a

x

x

D a a a a a a a a

а a x x x

б a x x x a

D







   



 

             

        

           

 

 

2

2

1 2

 ОДЗ

      5,   25 5 3 5 0,   2,5

    Проверка:   2,5 7,5 5 0

                        2,5 12,5 0

                        5 ОДЗ    2,5 ОДЗ                 2;2,5

x a a a

x x

x x

x x a



     

   

  

      

 

Ответ -2 и 2,5. 

 
 

№4. 

 

При каком значении параметра р уравнение  
2

5 3
811 24

px
xx x




 
 не имеет 

решений? 
 
Решение: 

   

 
  

   

5 3
0

83 8

5 3 3
   0

3 8

5 3 3 0

3

8

5 3 3   1

3

8

x p

xx x

x p x

x x

x px p

x

x

x p p

x

x














 

 

  


 

   





  





 

 
 

 
 

 
 

 

Исходное уравнение не имеет решений, если

а) Линейное уравнение 1  из числителя не имеет решений,

    т.е. принимает вид 0 ,  где 0

55 0
          5

13 3 0

б) Один из корней знаменат

x b b

pp
p

pp

  
 

 

  

 
  

 

 

 

еля совпадает с корнем числителя

    Подставим 3 в уравнение 1 , получим

           3 5 3 3

             15 3 3 3

                    15 3,  неверно

   Значит, нет таких значений ,  при которых 3.

   

x

p p

p p

p x



  

  





 

 

Подставим 8 в уравнение 1 ,  получим

        8 5 3 3

         40 8 3 3

                5 37

                 7,4

x

p p

p p

p

p



  

  





 
Ответ:5 и 7,4.  
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 Тест                   4. Дробно-рациональные уравнения с параметром     

 

 

 
№1. При каком значении а уравнение 

2 4 3
0

x x

x a

 



 имеет один корень?              

 
 

№2. 

 

При каком значении а уравнение 

2( 2) 4 1
0

1

a x x

x

  



 имеет один корень?                                                                                                                                   

 

 
 

№3. 

 

При каких значениях а уравнение 
 2 2 2,25

0
3

x a x

x

  



 имеет единственное решение?  

 

 
 

№4. 

 

При каких значениях а уравнение 
2

1

2 2 4

x a x

x x x


 

  
 не имеет решений?   

 

 
 

№5. 

 

При каком наибольшем значении p уравнение 
2

4 1

7 6 6

x p

x x x




  
 не имеет решений?                                                                                                                         
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 Ответы (тест)           4. Дробно-рациональные уравнения с параметром     

 
№1 №2 №3 №4 №5 

 
1 и 3 

 
2; 5 и 6 

 
-4,75; 0; 2 и 8 

 
1,75 и 4 

 
4 и 4,6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Решение (тест)           4. Дробно-рациональные уравнения с параметром     

 
 

№1. При каком значении а уравнение 

2 4 3
0

x x

x a

 



 имеет один корень?              

Решение: 

   

   

1 3
0

1 3 0

0

1,  3

x x

x a

x x

x a

x x

x a

 




  


 

 




 

 

 

 

1) Если 1,  то

1,  3
3 единственное решение

1

2) Если 3,  то

1,  3
1 единственное решение

3

a

x x
x

x

a

x x
x

x



 
 





 
 



 

 
Ответ: 1 и 3. 
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№2. При каком значении а уравнение 

2( 2) 4 1
0

1

a x x

x

  



 имеет один корень?                                                                                                                                   

 
Решение: 

   

 

 

22 4 1 0 1
                     

1 0

1  а) Если 2,  то уравнение примет вид 4 1 0

1
1

          единственное решение4
4

1

                               2 подходит

     б) 2,  то у

a x x

x

a x

x
x

x

a

a

    


 

  


 

  
  

 

  

 

 

равнение 1  квадратное

                       4 2 6
4

        0,  квадратное уравнение имеет два совпадающих корня

                          6 0,  6

       Если 6,  то уравнение 1  примет вид

   

D a a

D

a a

a

     



   



 

 

2

2

                       4 4 1 0

                            2 1 0

1
1

         единственное решение2
2

1

                             6 подходит

     в) 0,  квадратное уравнение имеет дв

x x

x

x
x

x

a

D

  

 


 

  
  

 

 а различных решения.

         Исходное уравнение будет иметь единственное решение, если

         один из корней числителя совпадает с корнем знаменателя.

         Подставим 1 в числитель, и узнаем приx  

 

     

 

 

2

2

 каком значении 

         его корень будет равен 1 .

                   2 1 4 1 1 0

                                     5

        Уравнение 1  при 5 примет вид

                       5 2 4 1 0

a

a

a

a

x x



       





   

2                            3 4 1 0

1 ОДЗ
2 1

                            1
3 ОДЗ, единственное решение

3

                                   5 подходит

x x

x

a

  

 
 

 
 

 
 

 

Ответ: 2; 5 и 6. 
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№3. 

При каких значениях а уравнение 
 2 2 2,25

0
3

x a x

x

  



 имеет единственное решение?  

 
Решение: 

   

   

 

2 4 0,5 0 1
                    

2 0

1  а) 0,  уравнение 1  примет вид 4 0,5 0

1
1

          единственное решение8
8

2

                            0 подходит

     б) 0,  уравнение 

ax a x

x

a x

x
x

x

a

a

    


 

   




 
  

 

  

 
2 2 2

2

1

1  квадратное

                   4 4 0,5 8 16 2 10 16

                  Квадратное уравнение имеет два совпадающих корня при 0.

                     10 16 0

                      2

D a a a a a a a

D

a a

a

           



  



 

   

2

2 2

2

8

                  Если 2,  то уравнение 1  примет вид

                   2 2 0,5 0 4 4 1 0

1
1

                  2 1 0  единственное решение2
2

2

                           2 подхо

a

a

x x x x

x
x x

x

a





      




    
  

 

 

   

2 2

2

дит

                Если 8,  то уравнение 1  примет вид

                  8 4 0,5 0 16 8 1 0

1
1

                 4 1 0  единственное решение4
4

2

                          8 подходит

a

x x x x

x
x x

x

a



      


 

     
  

 

       в) Если 0,  то квадратное уравнение 1  имеет два различных корня.

          Исходное уравнение будет иметь единственное решение, если один из

          корней числителя совпадает с корнем знаменат

D 

 

     
2

еля.

          Подставим 2 в уравнение 1  из числителя. 

              2 4 2 0,5 0

                        4,75

x

a a

a

 

       

   

 

Ответ:-4,75; 0; 2 и 8. 
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№4. 
При каких значениях а уравнение 

2

1

2 2 4

x a x

x x x


 

  
 не имеет решений?   

 
Решение: 

     

       

   

 

2 2

2 2 1

2 2 2 2

2 2 2 1

2

2

4 2 1

2

2

4 2 1 1

2

2

Исходное уравнение не имеет решений, если 

а) Уравнение 1  не имеет решений, т.е. примет вид

     0

x a x x x

x x x x

x x ax a x x

x

x

x ax a

x

x

x a a

x

x

x

   


   

      



  

  



  

  



  

 

 

 

,  где 0

4
4 0

41
2 1 0

2

б) Если один из корней знаменателя совпадают с корнем

    числителя. Подставим 2 в уравнение 1 , получим

     2 4 2 1

        8 2 2 1

             4 7

      

b b

a
a

a
a a

x

a a

a a

a




  

   
    



  

  



 

 

        1,75

    Подставим 2 в уравнение 1 ,  получим

    2 4 2 1

    8 2 2 1

     8 1,  неверно

Нет таких значений ,  при которых 2.

a

x

a a

a a

a x



 

   

   

 

 

 

 

 

Ответ:1,75 и 4. 
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№5. 
При каком наибольшем значении p уравнение 

2

4 1

7 6 6

x p

x x x




  
 не имеет решений?                                                                                                                         

 
Решение: 

   

 

   

   

 

4 1

6 1 6

4 1 1
0

6 1

4 1 0

6

1

4 1  1

6

1

    Исходное уравнение не имеет решений, если

а) Уравнение 1  не имеет решений

4 0 4
    4 

1 0 1

б) Один из корней

x p

x x x

x p x

x x

x px p

x

x

x p p

x

x

p p
p

p p




  

  


 

   



 

  



 

   
   

   

 

 

 

 

 знаменателя совпадает с корнем числителя

    Подставим 6 в уравнение 1

       6 4 1

        24 6 1

                23 5

                 4,6

   Подставим 1 в уравнение 1

      1 4 1

        

x

p p

p p

p

p

x

p p



  

  







   

    4 1

                  4 1,  неверно.

Значит нет таких значений ,  при которых 1

p p

p х

  





 

Ответ:4 и 4,6. 
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5. Условия на корни рациональных уравнений с параметром 
 
 
 

 Примеры                                   
 

 
№1. При каких значениях a  уравнение 

2 1

3 2

a x ax 
  имеет отрицательный корень? 

 

 
 

№2. 

 

При каких значениях a  уравнение 
4 3

3 2

a

x a x




 
 имеет положительный корень? 

 

 
№3. 

 

Найти все значения p , для которых корень уравнения    2 3 8 19 22 16p x p x x      меньше 

2. 
 

 
№4. 

 

При каких значениях b  корень уравнения    2 15 7b b x b      больше или равен 3?  

  

 
№5. 

 

Найти значения корня уравнения 
2 3 6 16 0x ax a    , если известно, что значение параметра 

1a  . 

 

 
№6. 

 

Найти число целых значений a , при которых уравнение   22 2 2 9 0a x ax a      имеет корни 

разных знаков. 

 
 

№7. 
 

Найти все значения параметра a , при которых корни квадратного уравнения 

 2 2 3 2 0ax a x a      не положительны. 

 

 
№8. 

 

При каком значении параметра a  произведение корней уравнения 

2 2 22 3 2 6 5 0x a a x a a         равно 3? 
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 Решение (примеры)      5. Условия на корни рациональных  уравнений  с параметром   
 

 
№1. При каких значениях a  уравнение 

2 1

3 2

a x ax 
  имеет отрицательный корень? 

  Решение: 

2 3
2 4 3 3,    

3 4

2 3 3 4
0,     0 ;

3 4 2 3

a
a x ax x

a

a
x a

a


   



  
     

  

 

Ответ: 
3 4

;
2 3

 
 
 

. 

 
№2. При каких значениях a  уравнение 

4 3

3 2

a

x a x




 
 имеет положительный корень? 

 

Решение:  Выразим корень уравнения  x  через параметр a , учитывая ОДЗ уравнения. 

     

 

 

   

8
2 4 3 3 5

2 2

3 0

3

8 8
0 0 0,   5;8

5 5

8
2 2;   6

5

68
;   ;   

43 3 5

5;8

6 5;6 6;8

4

a
xx a x a a

x x

x a a
x

a a
x a

a a

a
x a

a

aa a a
x

aa

a

a a

a


    


   

    


 
     

 


   




  

  




   
  

 

Ответ:    5;6 6;8 .  

 
№3. 

 

Найти все значения p , для которых корень уравнения    2 3 8 19 22 16p x p x x      

меньше 2. 
 

 Решение: 

 

 

   

 

   

2 2

2 2

2

2

2 2

2 22

3 8 19 22 16 0

8 16 3 19 22

3 19 22
          2

8 16

5 23 19 22 3 10
2 0 0

8 16 4 4

2;4 4;5

p x p px p x

x p p p p

p p
x x

p p

p pp p p p

p p p p

p

     

    

 
 

 

    
    

   

  

 

 

Ответ:    2;4 4;5  .  
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№4. При каких значениях b  корень уравнения    2 15 7b b x b      больше или равен 3?  

 
 Решение: 

                          
 

   

2

22 2

9 15
        3

2

39 15 6 9
3 0 0,   ;2 3

2 2 2

b b
x x

b

bb b b b
b

b b b

 
 



   
       

  

                                    

Ответ:    ;2 3  . 

. 

 
№5. 

 

Найти значения корня уравнения 
2 3 6 16 0x ax a    , если известно, что значение 

параметра 1a  . 

 
Решение: 
По логике решения задача дублирует предыдущие задания, только теперь условие накладывается    

на параметр, а значения корня будем искать. Поэтому, выражаем параметр a  через корень x .   

   
   

2

2

2 2

3 6 16 0

16
        1

3 6

5 216 3 10
1 0 0,   ; 5 2;2

3 6 2 2

x ax a

x
a a

x

x xx x x
x

x x x

   


 



   
         

  

 

Ответ:    ; 5 2;2    . 

  

 
№6. 

 

Найти число целых значений a , при которых уравнение   22 2 2 9 0a x ax a      имеет 

корни разных знаков. 
 

 Решение: 

При 2a   уравнение принимает вид линейного 4 4 9 0x    , которое имеет единственное решение 

13

4
x   , не подходит по условию. 

При 2a   уравнение принимает вид квадратного   22 2 2 9 0a x ax a      и оно будет иметь корни 

разных знаков при условии 

   

   
 

2 2

1 2
1 2

2

2 2 9 5 18
40 

                  2 90
2

5 97 5 975 18 0

4,5;22 22 9
0

4,5 2 02

D a a a a a
D

ax x x x
a

a a
a

aa

a aa

       


    


       
  

    
     

 

Сравним числа 

5 97 9

2 2

5 97 9

97 4

5 97 9
97 16

2 2

 
 

   

  

 
     

 

5 97
2

2

5 97 4

97 9

5 97
97 81 2

2

 


  



 
  

 

Ответ:  4,5;2 , 6 целых значений. 
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№7. Найти все значения параметра a , при которых корни квадратного уравнения 

 2 2 3 2 0ax a x a      не положительны. 

 
Решение: 

 

   

 

 

2

2

1

2

2

1 2

1 2

2 3 2 0 :     0,  т.к. уравнение квадратное

0

0
3 2 4 9

40

0

2 3 2
            0

0 0

9 90
4 44 9 0

32 3
0 00

0
22

0

ax a x a a a

a

D
D a a a a

x

x

a a
x x

a a

a a

a a a
a

aa
x x

aa
x x

aa

aa

     


 

     


 

 
  

 


     
   

   
    

    


 0;

0

a






  


 


 

Ответ:  0; .  

 

 
№8. 

 

При каком значении параметра a  произведение корней уравнения 

2 2 22 3 2 6 5 0x a a x a a         равно 3? 

 
Решение: 

   

   

 

2 2 2

2

2

1 2 1 2

22

2 2 2

2 3 2 6 5 0

2 9 7 0 3,5 1 00

3 6 5 3 2,   4 4

1 2 03 2 03 2 0

3 2 6 5 2 9 7
4

x a a x a a

a a a aD

x x a a a a a

a aa aa a

D a a a a a a

       

       
 

             
          

         

            

 Ответ: 4. 
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  Тест             5. Условия на корни рациональных уравнений с параметром    

 

 

Вариант 1 

 
№1. 

При каких значениях a  уравнение 
3 3

2 3

a x ax 
  имеет отрицательный корень? 

 
№2. 

 

При каких значениях a  корень уравнения   21 1 5 4x a a     меньше или равен 0? 

 
№3. 

 

Найти все значения p , для которых корень уравнения    2 1 13 10 44 25p x p x x      больше 

2. 

 
№4. 

 

Найти наибольшее значение корня уравнения 
2 (3 12) 33 9 0x a x a     , если известно, что 

значение параметра 3a  . 

 

 
№5. 

 

Найти все значения параметра a , при которых корни квадратного уравнения 

 2 2 5 3 0ax a x a      неотрицательны.     

 

 

Вариант 2 

 

 
№1. При каких значениях a  уравнение 

2 5 1

3 4

a x ax 
  имеет отрицательный корень? 

 
№2. 

 

При каких значениях c  корень уравнения   24 4 10 29x c c     не превосходит 3? 

 
№3. 

 

Найти все значения c , для которых корень уравнения 
2 16x c cx c    меньше (- 7). 

 

 
№4. 

 

Найти наибольшее целое положительное значение a , при котором уравнение 

  24 20 4 0a x x a      имеет два различных положительных корня.             

 
№5. 

 

При каких значениях параметра a  корни уравнения 
2 2 22 3 2 6 5 0x a a x a a         

различны и их произведение отрицательно?                                                                               

 

Вариант 3 

 
 

№1. При каких значениях a  уравнение 
4 1 4

2 1

a

x a x




 
 имеет положительный корень? 

 

 
№2. 

 

Найти все значения c , для которых корень уравнения 
2 1c cx x c      

меньше (- 3). 

 
№3. Найти наименьшее целое значение a , при котором уравнение   26 4 6 0a x x a      имеет 

различные отрицательные корни                         
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 Ответы (тест)        5. Условия на корни рациональных уравнений  с параметром   

 
 №1 №2 №3 №4 №5 

 
Вар.1 

2 3
;

3 2

 
 
 

 
 

   1;1 2  

 

   1;5 5;6  
 

   12; 11 9;      

 

25
; 3

7

 
   

 

 
Вар.2 

4 3
;

15 8

 
 
 

 
 

   5 2;2   
 

   ; 3 3;1     

 

 4;8  

 

   ;1 5;    

 
Вар.3 

9
;

4

 
 

 
 

   ; 2 2; 1      
 

4
4; ;2

3

 
  

 
 

  

 

 

 Решение (тест)        5. Условия на корни рациональных уравнений с параметром    

Вариант 1 

 
№1. При каких значениях a  уравнение 

3 3

2 3

a x ax 
  имеет отрицательный корень? 

 
Решение: 

 

 

3 3
,   0

2 3

9 3 2 6

3 2 9 6 1

9 6
2 3 9 6,    

2 3

2
9 6 2 330;       0 0

32 3 3 2

2

a x ax
x

a x ax

x ax a

a
x a a x

a

a
a

x a
a a

 
 

  

     


   






       
 

 

Ответ: 
2 3

;
3 2

 
 
 

 

 
№2. 

 

При каких значениях a  корень уравнения   21 1 5 4x a a     меньше или равен 0? 

 
Решение: 

   

 

 

 

   

 

   
   

2

2 2

2 2

22

2

2

1 1 5 4 ,    0

1 1 5 4

1 4 4

24 4
,    

1 1 1

2
0,   0 1;1 2

1 1

x a a x

x a a a

x a a a

aa a
x x

a a a

a
x a

a a

    

    

   

 
 

  


     

 

 

 

Ответ:    1;1 2 . 
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№3. Найти все значения p , для которых корень уравнения    2 1 13 10 44 25p x p x x    

больше 2. 

 
Решение: 

   

 

 

   

   

 
   

2

2 2

2 2

2

2

2 2 2

22

2 2

2 2 2

1 13 10 44 25 ,     2

13 10 44 25 0

10 25 13 44

13 44

10 25

13 44 13 44 2 20 50
2,   2 0;

10 25 5

1 67 6 7 6
0 0 0 1;5 5;6

5 5 5

p x p x x x

p x p p px x

x p p p p

p p
x

p p

p p p p p p
x

p p p

p pp p p p
p

p p p

     

     

    

 


 

      
   

  

     
       

  

 

Ответ:    1;5 5;6 . 

 
№4. 

 

Найти наибольшее значение корня уравнения 
2 (3 12) 33 9 0x a x a     , если известно, 

что значение параметра 3a  . 

 
Решение: 

   

2

2

12 9
       3

3 33

21 108
0 12; 11 9;

11

x x
a a

x

x x
x

x

  
 



 
       



 

Ответ:    12; 11 9;     . 

 
№5. 

 

Найти все значения параметра a , при которых корни квадратного уравнения 

 2 2 5 3 0ax a x a      неотрицательны.     

Решение: 

 

   

 

 

2

2

1

2

2

1 2

1 2

2 5 3 0 :     0,  т.к. уравнение квадратное

0

0
5 3 7 25

40

0

2 5 2
            0

0 0

25 250
7 77 25 0

52 5
0 00

0
3

0

ax a x a a a

a

D
D a a a a

x

x

a a
x x

a a

a a

a a a
a

aa
x x

aa
x x

a

a

     


 

     


 

 
  

 


     
   

    
    

   




25
; 3

7

3
0

a

a

a




  

      


 


 

Ответ: 
25

; 3
7

 
   

.   
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Вариант 2 

 

 
№1. При каких значениях a  уравнение 

2 5 1

3 4

a x ax 
  имеет отрицательный корень? 

Решение: 

 

2 5 1
,    0

3 4

8 4 15 3,   8 3 15 4 ,   8 3 15 4

8 3
,    0

15 4

8 3 3 4 45 32
0   ,   

15 4 8 15 8 15 15 8

4 3

15 8

a x ax
x

a x ax a ax x a x a

a
x x

a

a

a

a

 
 

        


 



  
   

   

 

 

Ответ: 
4 3

;
15 8

 
 
 

. 

 
№2. 

 

При каких значениях c  корень уравнения   24 4 10 29x c c     не превосходит 3? 

 
Решение: 

   

 

 

 

   
   

2

2 2

2 2

2

2

2

2

22

2

4 4 10 29,    3

4 4 16 10 29

4 4 10 13

4 10 13
,   3

4

4 10 13
3

4

510 25
0 0 5 2;2

4 2 2

x c c x

x c c c

x c c c

c c
x x

c

c c

c

cc c
c

c c c

    

    

   

 
 



 




 
       

  

 

Ответ:    5 2;2  . 

 
№3. 

 

Найти все значения c , для которых корень уравнения 
2 16x c cx c    меньше (- 7). 

Решение: 

 

 
   

2

2

2

2 2

2

22 2

16 ,    7

16

1 16

16 16
,    

1 1

16
7,   7

1

316 6 9
7 0 0 0 ; 3 3;1

1 1 1

x c cx c x

x xc c c

x c c c

c c c c
x x

c c

c c
x

c

cc c c c
c

c c c

     

    

    

    
 

 

 
   



   
           

  

 

Ответ:    ; 3 3;1    . 
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№4. Найти наибольшее целое положительное значение a , при котором уравнение 

  24 20 4 0a x x a      имеет два различных положительных корня.             

 
Решение: 

При  4a    уравнение примет вид 20 0x  , которое имеет единственный корень 0x  , что не 

удовлетворяет условию задачи. 

При 4a    уравнение будет квадратными и оно имеет два различных положительных корня, если 

выполняются следующие условия:   
 

   

 

2

1

2

2

2

1 2

1 2

4

0
100 4 4 64

40

0

20 4
            0

4 4

4
4 48 8

8 864 0 20 4;80
40 4

4 40
0

4

a

D
D a a a

x

x

a
x x

a a

a
a aa

aa
a

ax x a

a ax x

a

 
 

     


 


  

 

 
     
      

     
     

      


 

Ответ:  4;8 .  

 
№5. 

 

При каких значениях параметра а корни уравнения 
2 2 22 3 2 6 5 0x a a x a a         

различны и их произведение отрицательно?                                                                               
 

Решение: 

   

   

   

   

 

2 2 2

2

2

1 2

22

2 2 2

2 3 2 6 5 0

3,5 1 02 9 7 00

0 6 5 0 5 1 0 ;1 5;

3 2 03 2 0 2 1 0

3 2 6 5 2 9 7
4

x a a x a a

a aa aD

x x a a a a a

a aa a a a

D a a a a a a

       

      


                 
  

         

         

 

Ответ:    ;1 5;   . 
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 Вариант 3 

 

 
№1. При каких значениях a уравнение 

4 1 4

2 1

a

x a x




 
 имеет положительный корень? 

 
Решение: 

     

 

4 1 4
,   0

2 1

2 0
ОДЗ: ;   2

1 0
1

1)  4 1 1 4 2

4 4 1 8 4 ,   4 8 1

1
4 9 1,    

4 9

1 9
2)  0;   0 4 9 0;   

4 9 4

2

9
Т.к. ,  то 0 и 0 - не подходит по ус

4 2

a
x

x a x

a
x a x

x
x

a x x a

ax a x x a ax x x

x a x
a

x a a
a

a
x

a
a x


 

 


    

 
    

   

       

  


     


 

   

 

ловию  1 0,

9
 также не рассматриваем 0 .    Значит,  ; .

4

x

x a

  

 
   

 
               

Ответ: 
9

;
4

 
 

 
. 

 

 
№2. 

 

Найти все значения с, для которых корень уравнения 
2 1c cx x c      

меньше (- 3). 
 
Решение: 

 

 
   

2

2

2

2

2

2 2

2

1, 3

1

1 1

1

1

1
3

1

1 4 4
3 0 0

1 1

2
0 ; 2 2; 1

1

c cx x c x

c c x cx

x c c c

c c
x

c

c c

c

c c c c

c c

c
c

c

     

   

   

 




 
 



   
   

 


       



  

Ответ:    ; 2 2; 1     . 
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№3. Найти наименьшее целое значение а, при котором уравнение   26 4 6 0a x x a      имеет 

различные отрицательные корни.  
                     

Решение: 

 

   

 

2 2

1 1 2

2 1 2

2 2

1 2

2

1 2

2

2 6 8 0

0 Имеет различные корни 0

0 0

0 0

6 8 6 8
4

2

6 8

4

6 8 0 3
4

2 0 0 4; ;2
3

2 4 06 8 0

x ax a a

D D

x x x

x x x

D a a a a

x x a

x x a a

a
a

a a a

a aa a

    

 
 

    
   

     

  

   


  

  
          

        


 

Ответ:  
4

4; ;2
3

 
  

 
. 
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6. Общие корни рациональных уравнений с параметром 
 
 

 Примеры                                   
 
 

 
№1. 

Найти значения a , при которых уравнения  2 3 2 2 0x a x a      и  2 3 4 4 0x a x a    

имеют общий корень.   
      

 
 

№2. 

 

Найти значения a , при которых уравнения  2 2 2 0x a x     и  2 5 3 0x a x     имеют 

общий корень.   
 

 
№3. При каких значениях a  уравнения 

2 1 0
2

a
x x   и 

2 0
2

a
x x    имеют хотя бы один общий 

корень?   
 

 
№4. 

 

При каких значениях a  уравнения 
3 2 3 0x ax x     и 

4 2 22 3 0x ax x     имеют общий 

корень? 
 

 
№5. 

 

Уравнения  2 3 4 5 0x b a x     и  2 2 7 14 2 2 0x a b x a b        имеют одинаковые 

корни. Найти b . 
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 Решение (примеры)       6. Общие корни рациональных уравнений с параметром     

 

№1. Найти значения a , при которых уравнения  2 3 2 2 0x a x a      и 

 2 3 4 4 0x a x a      имеют общий корень.     

 
   Решение: 

 

 

 

 

 

2 2

2 2

1 2

1 1 1 2

2 1 2 2

3 2 2 0 3 4 4 0или

1 5

1 4

2 1

Общий корень:

1 4 5

1 1 0 5; 1;0

2 1 1

x a x a x a x a

D a D a

x a x

x x a

a a

a a a a

a a

         

   

   

   

     
          
 

      

 

Ответ: -5;  -1; 0. 
 

 
 

№2. 

 

Найти значения a , при которых уравнения  2 2 2 0x a x     и  2 5 3 0x a x     имеют 

общий корень.   
 

Решение: 

     

     

 

 

   

 

22

1

22 2

2

0

2

2

0

0

1   2 2 0   2 8 0 при 

2   5 3 0  5 12 10 13

Пусть  общий корень, тогда

2 2 0

5 3 0

2 5 5 0

2 5 5

5

2 7

Подставим  в одно и

x a x D a a

x a x D a a a

x

x a x

x a x

a x a x

x a a

x
a

x



        

         



    
 

   

    

   




   
2

2

2

2

2 2

з уравнений

5 5
2 2 0  2 7

2 7 2 7

3
1 5

2 3 0,   25,   2
4

1

3
Проверим 10 13 при ,   1  0

2

3
Общие корни уравнения имеют при ;1 .

2

a a
a a

a a D a

D a a a a D

a

 
       

  


       



      

 
  
 

 

Ответ: -1,5 и 1. 
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№3. При каких значениях а уравнения 

2 1 0
2

a
x x   и 

2 0
2

a
x x    имеют хотя бы один общий 

корень?   
 
Решение: 

   

 

2 2
2

1 1

2

2

0

2

2

16
1 0,    4        0       ; 4 4;

2 4 4

1
0,    1 2 0,    

2 2

Корни общие будут, если ; 4

Пусть общий корень

1 0
2

1 0,   1
2 2 2

0
2

a a a
x x D D a

a
x x D a a

a

x

a
x x

a a a
x a x

a
x x


           

      

  




      

          
      



    0

0

1 0,   2 ; 4   и  1.

Если 1,  то 1 1 0,   4.
2

a x

a
x a

      

     

 

Ответ: -4. 
 

 
№4. 

 

При каких значениях а уравнения 
3 2 3 0x ax x     и 

4 2 22 3 0x ax x     имеют общий 

корень? 
 
Решение: 
Пусть уравнения имеют общий корень, тогда рассмотрим систему из этих уравнений. 

     

   

3

4 2 2

4 3 2 2

3

2

2

2 3 0

2 3 0

2 2 0

1 1 2 1 0

1 2 0

0     1 0    2 0

              1           2 ,  2

x ax x

x ax x

x x ax ax x x

x x ax x x x

x x x a

x x x a

x x a a

    
 

   

     

     

   

     

    

 

1) Если 0x  , то при подстановке в одно из исходных уравнений, получим 3 0 , неверно. Значит, 0x   

корнем не является. 

2) Если 1x  , то 
1 2 3 0

2
1 2 3 0

a
a

a

   
  

   
. Значит, при 2a    уравнения имеют общий корень. 

3) Если 2x a   , то подставив это значение в уравнение 
4 2 22 3 0x ax x    , получим неверное 

числовое равенство 3 0 . Значит, 2x a    корнями не являются. 

Ответ: -2. 
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№5. Уравнения  2 3 4 5 0x b a x     и  2 2 7 14 2 2 0x a b x a b        имеют одинаковые 

корни. Найти b. 
 
Решение: 

Пусть  1x  и 2x  одинаковые корни уравнений  

   2 3 4 5 0  1x b a x       и     2 2 7 14 2 2 0  2x a b x a b       . 

По формулам Виета 

1 2

1 2

3 4
(1)  

5

x x b a

x x

    


  
    и     

1 2

1 2

2 7 14
(2)  

2 2

x x a b

x x a b

    


   
 

Левые части соответствующих уравнений равны, тогда и правые части тоже равны. Составим систему 
уравнений. 

3 4 2 7 14 2

5 2 2 3 2 1

b a a b a

a b b a

         
 

        
. 

Проверкой, установим, что при 2a    и 1b   уравнения принимают вид 
2 3 5 0x x   , которое имеет 

корни. 
Ответ: 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Тест                 6. Общие корни рациональных уравнений с параметром     

 

 

№1. Найти значения a , при которых уравнения  2 5 4 0x a x a      и  2 2 3 15 0x a x a    

имеют общий корень.   
      

 
№2. 

 

Найти значения a , при которых уравнения  2 10 5 0x a x     и  2 3 10 0x a x     имеют 

общий корень. 
 

 
№3. 

 

При каких значениях a  уравнения  
2 3 4 0x ax    и 

2 4 3 0x x a    имеют хотя бы один общий 

действительный корень?                                                     
 

 
№4. 

 

При каких значениях a уравнения 
4 1 0x x ax     и 

5 2 2 1 0x x ax     имеют общий корень? 
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 Ответы (тест)            6. Общие корни рациональных уравнений с параметром        
 

№1 №2 №3 №4 

 
-7; 0,5; 4 

 
6; 49/6 

 
4/3; -1 

 
1 

 

 Решение (тест)           6. Общие корни рациональных уравнений с параметром       

 
№1. Найти значения a , при которых уравнения  2 5 4 0x a x a      и 

 2 2 3 15 0x a x a     имеют общий корень.   

 
Решение: 

 

 

 

 

 

2 2

2 2

1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

5 4 0 2 3 15 0или

3 8

4,   1 2,   5

Общий корень:

4 2 6

4 5 0,5 6;  0,5;  4

1 5 4

x a x a x a x a

D a D a

x a x x x a

a a

a a a a

a a

         

   

       

     
 

        
 
     

 

Ответ: -6;  0,5;  4. 
 

 
№2. 

 

Найти значения a , при которых уравнения  2 10 5 0x a x     и  2 3 10 0x a x     

имеют общий корень. 
 
Решение: 

     

     

 

 

   

 

22

1

22

2

0

2

2

0

1   10 5 0   10 20 0 при 

2   3 10 0  3 40 0 при 

Пусть  общий корень, тогда

10 5 0

3 10 0

10 3 5 0

5
10 3 5,   

2 13

Подстави

x a x D a a

x a x D a a

x

x a x

x a x

a x a x

x a a x
a



        

        



    
 

   

    

      


   

0

2
2

2

м  в одно из уравнений

5 5
10 5 0  2 13

2 13 2 13

49
85 13

6 45 290 0,   169,   6
12

6

49
Общие корни уравнения имеют при ;6 .

6

x

a a
a a

a a D a

a

 
        

  


        




 
  
 

 

Ответ: 6 и 49/6. 
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№3. 
При каких значениях a  уравнения  

2 3 4 0x ax    и 
2 4 3 0x x a    имеют хотя бы один 

общий действительный корень?                                                     
 

Решение: 

     

2 2

1 1

2 2

0

2

2

3 4 0,    9 +16       0   при 

4
4 3 0,    4 3 0,    

4 3

4
Корни общие будут, если ;

3

Пусть общий корень

3 4 0 4 4
3 4 3 4 0,   3 4 1 0,   ;

3 34 3 0

x ax D a D a

D
x x a a a

a

x

x ax
x a a a x a

x x a

     

       

 
   



    
            

   
0

0

2

  и  1.

Если 1,  то 1 3 4 0,   1.

4
Если ,   то  4 4 0,   2

3

x

x a a

a x x x


  

      

     

 

Ответ: -1 и 4/3. 
  

 
№4. 

 

При каких значениях a  уравнения 
4 1 0x x ax     и 

5 2 2 1 0x x ax     имеют общий 

корень? 
 
Решение: 
Пусть уравнения имеют общий корень, тогда рассмотрим систему из этих уравнений. 

     

   

4

5 2 2

5 4 2 2

4

3

3

3

1 0

1 0

0

1 1 1 0

1 1 0

0     1 0    1 0

              1           1

x x ax

x x ax

x x ax ax x x

x x ax x x x

x x x a

x x x a

x x a

    
 

   

     

     

   

     

  

 

1) Если 0x  , то при подстановке в одно из исходных уравнений, получим 1 0 , неверно. Значит, 0x   

корнем не является. 

2) Если 1x  , то 
1 1 1 0

1
1 1 1 0

a
a

a

   
 

   
. Значит, при 1a   уравнения имеют общий корень. 

3) Если 
3 1x a  , то подставив это значение в уравнение 

4 1 0x x ax    , получим неверное 

числовое равенство 1 0 . Значит, 
3 1x a   корнем не является. 

Ответ: 1. 
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7. Квадратные и, сводящиеся к ним, уравнения с параметром  
 

 
 Примеры                                   
 
 

№1. Найти все значения параметра p , при которых произведение корней уравнения 

2 3 214 13 0px x p p    равно 14, а их сумма является целым числом.  

 

 
№2. Пусть 1x  - меньший корень, а 2x - больший корни уравнения 

2 225
10 0

49
x x p   . Найти все 

значения параметра p , при которых три числа 1x , 6p  , 2x  в указанном порядке образуют 

арифметическую прогрессию.  
 

 
№3. 

 

При каких значениях параметра a  четыре корня уравнения    
24 210 10 9 2 5 0x a x a      

являются последовательными членами возрастающей арифметической прогрессии?  
 

 
№4. 

 

Пусть  1 2,x x - корни уравнения 
2 9 0x x t   , а 3 4,x x  - корни уравнения 

2 81 0x x s   . При 

каких значениях параметра  t и s четыре числа 1 2,x x , 3 4,x x  образуют геометрическую прогрессию 

с положительными членами? В ответе указать отношение /s t . 

 

 
№5. 

 

Найти все значения параметра p , при которых расстояние между корнями уравнения 

2 1
19 1 0

19
x p x

p

 
       

 превышает число 2.  

 

 
№6. 

 

Найти все значения параметра p , при которых уравнение 
2 192 144 0p x x p    имеет 

различные корни, принадлежащие промежутку   12;24 .  

 

 
№7. 

 

При каких значениях a  уравнение  2 24 6 3 6 0x a x a a      имеет четыре различных 

решения?                                                                              
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 Решение (примеры)      7. Квадратные и, сводящиеся к ним, уравнения с параметром  
 
 

№1. Найти все значения параметра p , при которых произведение корней уравнения 

2 3 214 13 0px x p p    равно 14, а их сумма является целым числом.  

 
Решение: 

При 0p   уравнение примет вид 14 0x  , которое имеет единственный корень 0x  , что не 

удовлетворяет условию. 

При 0p   квадратное уравнение будет иметь корни, если 0D  . Найдем дискриминант этого уравнения. 

   3 2 349 13 49 13 0
4

D p p p p p       . 

2 3 2

2 2

14 13 0   :

14
13 0

px x p p p

x x p p
p

   

   
 

По формулам Виета 

1 2

2

1 2

14

13

x x
p

x x p p


  


   

 

По условию произведение корней равно 14, тогда 
2 2

1 213 14,   13 14 0,   14,   1p p p p p p        . 

Найденные  значения p удовлетворяют условию, что сумма корней является целым числом. 

Проверим значение дискриминанта при таких  p . 

Если 14p  , то  349 14 14 13 0D      , уравнение корней не имеет. 

Если 1p   , то    
3

49 1 1 13 49 14 35 0D          , уравнение имеет два различных корня. 

 
Ответ: -1. 

 

 
 

№2. 

 

Пусть 1x  - меньший корень, а 2x - больший корни уравнения 
2 225

10 0
49

x x p   . Найти все 

значения параметра p , при которых три числа 1x , 6p  , 2x  в указанном порядке образуют 

арифметическую прогрессию.  
 

Решение: 

Квадратное уравнение имеет различные корни, если 0D  .  

 2 225
25 0,   49 0,   7;7

4 49
D p p p       . 

По формулам Виета 

1 2

2

1 2

10

25

49

x x

x x p

 



 

. 

По свойству членов арифметической прогрессии имеем 1 26
2

x x
p


  , тогда 

 

 

11 7;76 5
6 5 1

6 5 1 7;7

pp
p p

p p

   
            

. 

Ответ: 1. 
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№3. 

При каких значениях параметра a  четыре корня уравнения    
24 210 10 9 2 5 0x a x a      

являются последовательными членами возрастающей арифметической прогрессии?  
 
Решение: 

   

               

 

1 2 3 4

22 2

2 2

2
1,21

2
2 3,4

, , ,  арифметическая прогрессия

0,   10 10 9 2 5 0

35
25 10 9 2 5 5 10 3 2 5 5 10 3 2 5 65

4 11

35 35
65 0 65;

11 11

0

0

x x x x

x t t a t a

D a a a a a a a a

a a a

x ut u u x

t v v x x



      

 
               

 

   
         

   

   
 

    

 
2

Пусть 0,   тогда ; ; ; арифметическая прогрессия

По свойству членов арифметической прогрессии: ;   3 ;   9
2

10 100 1)  10 100,   9 10 100,   1
   

9 2 5

v

u v u v v u

u v
v u v u v

u v a u v a v v a v a

u v a





    

 
   

              


          
2 2 2 22

0

2)  9 2 5 ;   9 9 2 5 ;   10 2 5

5 35
65;

10 2 5 3 11

10 2 5 35
15 65;

11

u v a v a a a

a
a a

a a
a

       

  
             
    

 

 

Ответ: -15 и 5/3. 

 
№4. 

 

Пусть  1 2,x x - корни уравнения 
2 9 0x x t   , а 3 4,x x  - корни уравнения 

2 81 0x x s   . При 

каких значениях параметра  t   и s   четыре числа 1 2,x x , 3 4,x x  образуют геометрическую 

прогрессию с положительными членами? В ответе указать отношение /s t . 

 
Решение: 

По условию 1 2,x x , 3 4,x x - положительные члены геометрической прогрессии со знаменателем 0q  . 

 По формулам Виета 

 

 

11 2 1 1

2

1 2 1 1 1

3 4 3 3 3

2
3 4 3 3

3

1 99 9

81 81 1 81

x qx x x x q

x x t x x q t x q t

x x x x q x q

x x s x x q s x q s

     
 

      
   

       
       

 

 
2

23 1

1 1

81
,   9,   9,   3  0

9

x x q
q q q

x x
     . 

   1 1 1

9
1 9,   1 3 9,   

4
x q x x       

2

2

1

9 243
,   3 ,   

4 16
x q t t t

 
    

 
         

2
2 2 5

3 1

81
,   3 ,   3

16
x q s x q s s       

581 3 81 3
: 81

16 16

s

t

 
   

Ответ: 81.   
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№5. Найти все значения параметра p , при которых расстояние между корнями уравнения 

2 1
19 1 0

19
x p x

p

 
       

 превышает число 2.  

 
Решение: 

Квадратное уравнение имеет различные корни, если 0D  .  
2

1
19 4 0

19
D p

p

 
     

 

 при всех 19p   . 

Расстояние между корнями превышает число 2, значит, 1 2 2x x  . 

По формулам Виета 

 

2

2
1 2 1 2

1 2
1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 119 19
19 ;   ;  19

1 1

1 1
2 19 2 19

19 19;   

1 1

x x p x x p
p p

x x x x

x x p x x x x p
p p

x x x x

  
          

    
      

 
           

  
       

. 

 
2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 22 4 2 4 0x x x x x x x x           

 

 

   

 

2

2

1
19 2 4 0

19

1
19 2

19

19 2 19 1
0

19

18
0

19

p
p

p
p

p p

p

p

p

    


  


   









  

Т.к. 19 0p   , то 19p    и 18p   .  

Ответ:    19; 18 18;p      . 
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№6. Найти все значения параметра p , при которых уравнение 
2 192 144 0p x x p    имеет 

различные корни, принадлежащие промежутку  12;24 .  

 
Решение: 

1) При 0p   уравнение принимает вид 192 0x  , которое имеет единственное решение 0x  , что не 

подходит по условию. 
 

2) Пусть 0p  , тогда рассмотрим функцию   2 192 144f x px x p    - графиком является парабола с 

ветвями вверх и вершиной 
192 96

2
вx

p p


   . Чтобы парабола пересекает ось ox  в двух точках, 

необходимо задать значение    0вf x   и тогда дискриминант будет 0D  . При этом корни уравнения 

попадут в заданный 

промежуток, если  12 0f    и  24 0f  . 

Составим систему неравенств 

 

 

 

2

96 192 960, 144 0

12 0
,   144 2304 144 0

24 0,
576 4608 144 0

0;
0

вf x p p
p p

f
p p

f
p p

p
p

             
    

 
     

 

 

0 8

8 6,4;8

6,4

p

p p

p

 


   
 

 

  
 

3) Пусть 0p  , тогда рассмотрим функцию   2 192 144f x px x p    - графиком является парабола с 

ветвями вниз и вершиной 
192 96

2
вx

p p


   . Чтобы парабола пересекает ось ox  в двух точках, 

необходимо задать значение    0вf x   и тогда дискриминант будет 0D  .  

При этом корни уравнения попадут в заданный  

промежуток, если  12 0f    и  24 0f  . 

Составим систему неравенств 

 

 

 

2

96 192 960, 144 0

12 0
,   144 2304 144 0

24 0,
576 4608 144 0

0;
0

вf x p p
p p

f
p p

f
p p

p
p

             
    

 
     

 

8 0

8

6,4

p

p p

p

  


   
 

 

 
 

Ответ:  6,4;8 . 
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№7. При каких значениях a  уравнение  2 24 6 3 6 0x a x a a      имеет четыре различных 

решения?                                                                              
 
Решение: 

 

 

   

2 2

2 2

2 2

1 2

1

2

4 6 3 6 0

,   0

4 6 3 6 0

0,   3 ,   3 0 3
4

3 6,    

Уравнение в заменах имеет 2 различных положительных корня,  если 

0

0 ,  тогда исходное уравнение имеет 4 

0

x a x a a

x t t

t a t a a

D
D a a a

t a t a

D

t

t

    

 

    

      

  





 

   

различных решения.

3 6 0 2
 и 3 2;3 3;

0 0

a a
a a

a a

   
      

  

 

Ответ:    2;3 3;  . 
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  Тест             7. Квадратные и, сводящиеся к ним, уравнения с параметром 
 

 
№1. 

Найти все значения параметра p , при которых произведение корней уравнения 

2 3 29 8 0px x p p    равно 9, а их сумма является целым числом.  

 

 
№2. Пусть 1x  - меньший корень, а 2x - больший корни уравнения 

2 225
10 0

169
x x p   . Найти все 

значения параметра p , при которых три числа 1x , 12p  , 2x  в указанном порядке образуют 

арифметическую прогрессию.  
 

 
№3. 

При каких значениях параметра a  четыре корня уравнения    
24 210 16 9 2 8 0x a x a      

являются последовательными членами возрастающей арифметической прогрессии?  
 

 
№4. 

 

Пусть  1 2,x x - корни уравнения 
2 16 0x x t   , а 3 4,x x  - корни уравнения

2 64 0x x s   . При 

каких значениях параметра  t и s четыре числа 1 2,x x , 3 4,x x  образуют геометрическую прогрессию 

с положительными членами? В ответе указать отношение /s t . 

 

 
№5. 

 

Найти все значения параметра p , при которых расстояние между корнями уравнения 

2 1
31 1 0

31
x p x

p

 
       

 превышает число 2.  

 

 
№6. 

 

При каких значениях a  уравнение  2 25 9 4 9 0x a x a a      имеет два различных решения? 

 

 
№7. 

 

Найти все значения параметра p , при которых уравнение 
2 42 9 0p x x p    имеет различные 

корни, принадлежащие промежутку  3;6 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ответы (тест)         7. Квадратные и, сводящиеся к ним, уравнения с параметром 

 
№1 №2 №3 №4 №5 №6 №7 

-1 7 -24 и 8/3 16    31; 30 30;      
 

9
0; 3

4

 
 

 
  5,6;7  
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 Решение (тест)         7. Квадратные и, сводящиеся к ним, уравнения с параметром 

 

 
№1. Найти все значения параметра p , при которых произведение корней уравнения 

2 3 29 8 0px x p p    равно 9, а их сумма является целым числом.  

 
Решение: 

При 0p   уравнение примет вид 9 0x  , которое имеет единственный корень 0x  , что не 

удовлетворяет условию. 

При 0p   квадратное уравнение будет иметь корни, если 0D  . Найдем дискриминант этого уравнения. 

   3 2 381 8 81 8 0D p p p p p       . 

2 3 2

2 2

9 8 0   :

9
8 0

px x p p p

x x p p
p

   

   
 

По формулам Виета 

1 2

2

1 2

9

8

x x
p

x x p p


  


   

 

По условию произведение корней равно 9, тогда 
2 2

1 28 9,   8 9 0,   9,   1p p p p p p        . 

Найденные  значения p удовлетворяют условию, что сумма корней является целым числом. 

Проверим значение дискриминанта при таких  p . 

Если 9p  , то  381 9 9 8 0D      , уравнение корней не имеет. 

Если 1p   , то    
3

81 1 1 8 81 9 72 0D          , уравнение имеет два различных корня. 

 
Ответ: -1. 

 

 
 

№2. 

 

Пусть 1x  - меньший корень, а 2x - больший корни уравнения 
2 225

10 0
169

x x p   . Найти все 

значения параметра p , при которых три числа 1x , 12p  , 2x  в указанном порядке образуют 

арифметическую прогрессию.  
 

Решение: 

Квадратное уравнение имеет различные корни, если 0D  .  

 2 225
25 0,   169 0,   13;13

4 169
D p p p       . 

По формулам Виета 

1 2

2

1 2

10

25

169

x x

x x p

 



 

. 

По свойству членов арифметической прогрессии имеем 1 212
2

x x
p


  , тогда 

 

 

17 13;1312 5
12 5 7

12 5 7 13;13

pp
p p

p p

   
            

. 

Ответ: 7. 
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№3. 
При каких значениях параметра a  четыре корня уравнения    

24 210 16 9 2 8 0x a x a      

являются последовательными членами возрастающей арифметической прогрессии?  
 

Решение: 

   

2

22

1 2 3 4

2
1,21

2
2 3,4

0

10 16 9 2 8 0

, , ,  арифметическая прогрессия

0

0

Пусть 0,   тогда ; ; ; арифметическая прогрессия

По свойству членов арифметической пр

x t

t a t a

x x x x

x ut u u x

t v v x x v

u v u v v u

 

    



     
  

     

    

 

       

2

2 2 2 22

огрессии:

 ;   3 ;   9
2

10 160

9 2 8

1)  10 160,   9 10 160,   16

2)  9 2 8 ;   9 9 2 8 ;   16 2 8

8
16 2 8

3
16 2 8

24

u v
v u v u v

u v a

u v a

u v a v v a v a

u v a v a a a

a a a

a a
a

 
   

   


  

          

       


         

 

Ответ: -24 и 8/3. 
  

 
№4. 

 

Пусть  1 2,x x - корни уравнения 
2 16 0x x t   , а 3 4,x x  - корни уравнения

2 64 0x x s   . При 

каких значениях параметра  t и s четыре числа 1 2,x x , 3 4,x x  образуют геометрическую 

прогрессию с положительными членами? В ответе указать отношение /s t . 

 
Решение: 

По условию 1 2,x x , 3 4,x x - положительные члены геометрической прогрессии со знаменателем 0q  . 

 По формулам Виета 

 

 

11 2 1 1

2

1 2 1 1 1

3 4 3 3 3

2
3 4 3 3

3

1 1616 16

64 64 1 64

x qx x x x q

x x t x x q t x q t

x x x x q x q

x x s x x q s x q s

     
 

      
   

       
       

 

 
2

23 1

1 1

64
,   4,   4,   2  0

16

x x q
q q q

x x
     . 

   1 1 1

16
1 16,   1 2 16,   

3
x q x x       

2

2

1

16
,   2

3
x q t t

 
   

 
 и   

2
2

2 2 5

3 1

16
,   2 ,   2

3
x q s x q s s

 
     

 
  

52 : 2 16
s

t
   

Ответ: 16.   
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№5. Найти все значения параметра p , при которых расстояние между корнями уравнения 

2 1
31 1 0

31
x p x

p

 
       

 превышает число 2.  

Решение: 

Квадратное уравнение имеет различные корни, если 0D  .  
2

1
31 4 0

31
D p

p

 
     

 

 при всех 31p   . 

Расстояние между корнями превышает число 2, значит, 1 2 2x x  . 

По формулам Виета 

 

2

2
1 2 1 2

1 2
1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 131 31
31 ;   ;  31

1 1

1 1
2 31 2 31

31 31;   

1 1

x x p x x p
p p

x x x x

x x p x x x x p
p p

x x x x

  
          

    
      

 
           

  
       

. 

 
2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 22 4 2 4 0x x x x x x x x           

 

 
 

2

1
31 2 4 0

31

301
31 2 0

31 31

p
p

p
p

p p

    



    

 

  

Т.к. 31 0p   , то 31p    и 30p   .                                               Ответ:    31; 30 30;p      . 

 
№6. При каких значениях a  уравнение  2 25 9 4 9 0x a x a a      имеет два различных 

решения? 
    
   Решение: 

 

Ответ:  
9

0; ; 3
4

 
 
 

. 

 

 

 

2 2

2 2

1

2 2

1 2

2

5 9 4 9 0

5 9 4 9 0
,  

0

0,  то 0 1 корень
Если 3 решения

0,  то 2 корня

Если 0,  то 0 1 корень

1) 0,   3 9 0,  3

5 9 5 3 9
3

2 2

3 0,  3 3  2 различных к

x a x a a

t a t a a
x t

t

t x

t x t

t t x

D a a

a
t

t x x

    

     
 



  


  

   

   

  
  

      

1 1 2
1 2

2 2

орня

0 0 3
30 9

2) 0    0 ;   ;   ;  ;  0;9
0 404 9 0

0 0 4

D D a
aD

t t a
t t aa a

t t
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№7. Найти все значения параметра p , при которых уравнение 
2 42 9 0p x x p    имеет 

различные корни, принадлежащие промежутку  3;6 .  

 
Решение: 

1) При 0p   уравнение принимает вид 42 0x  , которое имеет единственное решение 0x  , что не 

подходит по условию. 
 

2) Пусть 0p  , тогда рассмотрим функцию   2 42 9f x px x p    - графиком является парабола с 

ветвями вверх и вершиной 
42 21

2
вx

p p


   . Чтобы парабола пересекает ось ox  в двух точках, 

необходимо задать значение    0вf x   и тогда дискриминант будет 0D  .  

При этом корни уравнения попадут в заданный 

промежуток, если  3 0f    и  6 0f  . 

Составим систему неравенств 

 

 

 

2

21 42 210, 9 0

3 0
,   9 126 9 0

6 0,
36 252 9 0

0;
0

вf x p p
p p

f
p p

f
p p

p
p

             
    

 
     

 

 

0 7

7 5,6;7

5,6

p

p p

p

 


   
 

 

 

3) Пусть 0p  , тогда рассмотрим функцию   2 42 9f x px x p    - графиком является парабола с 

ветвями вниз и вершиной 
42 21

2
вx

p p


   . Чтобы парабола пересекает ось ox  в двух точках, необходимо 

задать значение    0вf x   и тогда дискриминант будет 0D  .  

При этом корни уравнения попадут в заданный 

промежуток, если  3 0f    и  6 0f  . 

Составим систему неравенств 

 

 

 

2

21 42 210, 9 0

3 0
,   9 126 9 0

6 0,
36 252 9 0

0;
0

вf x p p
p p

f
p p

f
p p

p
p

             
    

 
     

 

7 0

7

5,6

p

p p

p

  


   
 

 

 

 

Ответ:  5,6;7 . 
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8. Графический способ решения уравнений с модулем и параметром. 

Кусочно-линейные функции 
 

 

 Примеры                                   
 

№1. При каком значении a  уравнение 3 7 2 13x a    имеет единственное решение?                                                                                                               

 

№2. 
Найти все значения параметра a , при которых графики функций 

3

3

x
y

x





 и y x a   имеют 

одну общую точку.    
 

 
№3. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 2 1 3x a x     имеет ровно 

один корень.    
          

 
№4. 

 

Найдите все значения параметра a , при которых уравнение 2 1 3 3x x a       имеет 

единственное решение. 
 

 
№5. 

 

При каких значениях параметра a  уравнение 2 1x a x    имеет ровно три корня? 

 

 
№6. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 
22 2 x a x a    имеет ровно три 

различных решения. 
 

 
№7. 

 

Найти значения k , для которых уравнение 3 5x x k x      имеет два решения.  

 

 
№8. 

 

Найти все значения a , при которых уравнение 2 1x ax    имеет единственное решение.                                                                                                              

 

 
№9. 

 

При каких значениях параметра a  уравнение 2 1x a x    имеет единственное решение?                                                                        

           

 
№10. 

 

Найти значения k , для которых уравнение 5 1 1x x kx     имеет единственное решение.  

          

 
 

№11. 

 

Найдите все значения a , для каждого из которых уравнение 2 6 2 8 12x x ax      имеет 

единственное решение.  
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Решение (примеры)      8. Графический способ решения уравнений с модулем 
                                      и параметром. Кусочно-линейные функции 
 

№1. При каком значении a  уравнение 3 7 2 13x a    имеет единственное решение?                                                                                                               

 
 Решение: 

3 7 2 13x a   
3 7

2 13

y x

y a

 


 
 

1) 3 7y x   - «уголок» с вершиной в точке 
7

;0
3

 
 
 

;  

    2 13y a   - семейство прямых, параллельных  

                          оси абсцисс. 

2) Два решения:    2 13 0 6,5a a    . 

    Одно решение:  2 13 0 6,5a a    . 

    Нет решений:    2 13 0 6,5a a    .   

 
  

 

 

 
 

Ответ: единственное решение при 6,5a  . 

 

 
№2. 

 

Найти все значения параметра a , при которых графики функций 
3

3

x
y

x





 и y x a   имеют 

одну общую точку.    
           

Решение: 

3
,

3

3

1

3

1

x
y y x a

x

x

y

y x a

x

y

y x a


  



  



  
  


 
  

 

.верш

y x a

y x a

x a

 

  

 

 

Нет точек пересечения графиков функций: 

4,   4 4вx a a       . 

Одна точка пересечения: 

4 2,   4 2 2 4вx a a            . 

Две точки пересечения: 

2,   2 2вx a a       . 

 
 

 
 
 

 

Ответ: одна общая точка графиков функций при  2;4a

. 
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№3. Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 2 1 3x a x     имеет ровно 

один корень.           
 
Решение: 

2 3 1x a x     

Решим уравнение графически 
2

3 1

y x a

y x

 


  

  

1)  2y x a   - «уголок» с подвижной вершиной 

;0
2

a 
 
 

  

3 1y x    - «уголок» с вершиной  3; 1  . 

Угловые коэффициенты ветвей ломаных неравны, 
значит, они не параллельны. 

2)  График 3 1y x    пересекает ось ox  в точках  

А и В. Найдем их абсциссы. 

3 1 0

3 1

3 1 2

3 1 4

x

x

x x

x x

  

 

    
      

 

Уравнение имеет один корень, если вершина ломаной

2y x a   находится либо в т. А, либо в т. В. 

 4;0

0 2 4

8

A

a

a



   

 

  или   

 2;0

0 2 2

4

B

a

a



   

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

При движении ломаной 2y x a   слева до точки А 

и справа от точки В графики пересекаются в двух 
точках. Между точками А и В – нет точек 
пересечения 
 

Ответ: уравнение имеет один корень при 

 8; 4a   . 
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№4. 
Найдите все значения параметра a , при которых уравнение 2 1 3 3x x a       имеет 

единственное решение. 
 

 
Решение: 

2 1 3 3x x a       

Решим уравнение графически 
2 1 3 3y x

y x a

     


 

  

1)  y x a   - «уголок» с подвижной вершиной  

 ;0a . 

2 1 3 3y x      - ломаная. 

Угловые коэффициенты ветвей ломаных равны,  
значит, они параллельны или совпадают. 
 
2)  Найдем абсциссы точек пересечения ломаной 

2 1 3 3y x      с осью ox . 

2 1 3 3 0

2 1 3 3

5

2 1 3 3 2 1 6 9

12 1 3 3 2 1 0

3

x

x

x

x x x

xx x

x

    

   


         
  

           
 

  

При движении ломаной y x a   слева до точки 

 9;0  графики имеют одну общую точку, т.е. 

уравнение имеет одно решение: 

9,   9 9вx a a       . 

Когда вершина ломаной находится в точке  9;0 ,  

будет бесконечное множество общих точек. 

От точки  9;0 до  3;0  - нет точек пересечения. 

Следующий раз единственная общая точка у графиков 

будет, когда вершина ломаной  y x a   совпадет с 

точкой  3;0 : 3,   3 3вx a a        и 

с точкой  1;0 : 1,   1 1вx a a       . 

От точки  3;0  до  1;0  и от  1;0 до  5;0  -  

нет точек пересечения. 

Когда вершина ломаной находится в точке  5;0 ,  

будет бесконечное множество общих точек. 

Далее, при движении за точку   5;0  вправо графики 

будут  также иметь единственную общую точку: 

5,   5 5вx a a      . 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Ответ: уравнение имеет единственное 

решение при 5,  1,  3,  9a a a a     . 
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№5. 
При каких значениях параметра a  уравнение 2 1x a x    имеет ровно три корня? 

 
 
Решение: 

Решим уравнение графически 
2 1y x

y x a

  


 

  

1)  y x a   - семейство прямых, параллельных 

биссектрисе I и III четвертей.  

    2 1y x   - ломаная. 

2)  Найдем абсциссы точек пересечения ломаной 

2 1y x   с осью x : 
1

2 1 0
2

x x     . 

Координаты точки пересечения с осью y :  0;1 .  

 При движении графика y x a   снизу вдоль оси y

до точки с координатами 
1

;0
2

 
 
 

 общих точек с 

ломаной 2 1y x   нет. Одна общая точка  
1

;0
2

 
 
 

. 

Далее при движении до точки В – две общих точки. 
Уравнение имеет три решения, когда графики 
пересекаются в трех точках. Это происходит, когда 

прямая y x a   проходит через точку 
1

;0
2

B
 
 
 

: 

1 1
0

2 2
a a      . 

От точки В до точки А прямая пересекает ломаную 
четыре раза.  

Проходя через точку  0;1A  прямая пересекает 

ломаную три раза:  1 0 1a a     . 

При движении вверх за точку А, графики 
пересекаются два раза. 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

Ответ: уравнение имеет ровно три корня при 

1a    и 
1

2
a   .  
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№6. 
Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 

22 2 x a x a    имеет ровно 

три различных решения. 
 

Решим уравнение графически 

22 2y x a

y x a

  


 

  

1)  y x a   - семейство прямых, параллельных 

биссектрисе I и III четвертей.  

    
22 2y x a   - ломаная. 

2)  Найдем координаты точек пересечения ломаной 
22 2y x a   с осями координат:  

20,   2x y a    

2
20,   2 2 0

2

a
y x a x      . 

При движении прямой y x a   снизу вдоль оси y  

до точки А графики не имеют общих точек. 
Когда графики пересекаются в точке А, уравнение 
имеет единственное решение. 
Далее, при движении вверх до точки В, графики 
пересекаются в двух точках. 

Проходя через точку 

2

;0
2

a
B
 
 
 

, графики имеют три 

общие точки, а значит и уравнение имеет три 
решения. 
y x a   

2

0 0
2

a
a a      (не подходит, т.к. одно 

решение) или 2a   . 

При движении от точки В до точки С прямая 
пересекает ломаную четыре раза. 

 Проходя через точку  20;2C a , графики имеют три 

общие точки, а значит и уравнение имеет три 
решения. 
y x a   

22 0 0a a a     (не подходит) или 
1

2
a   . 

Далее, при движении вверх за точку С, графики 
пересекаются в двух точках. 
 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Ответ: уравнение имеет ровно три различных 

решения при 2a    и 
1

2
a   . 
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№7. Найти значения k, для которых уравнение 3 5x x k x      имеет два решения.  

 
Решение: 

 

 

 

 

   

3 5 ;   3 5

3 5   1

8
1   5,   3 5 ,   

5

2
5 3,   3 5 ,   

5;3

8
3,   3 5 ,   

3;

5 3,   3 5

3
Два решения:  т.к

5

x x k x x x x k

y x x x

y k

y x
x y x x x

x

y x
x y x x x

x

y x
x y x x x

x

y y

y

y

         

     




 
        

 

  
         

 

 
      

 

   




 
 . ,  то  3; 5y k k  

 

 
 

Ответ: -5 и 3. 

 
№8. 

 

Найти все значения a , при которых уравнение 2 1x ax    имеет единственное решение.                                                                                                              

  
Решение: 
  Решим уравнение графически. 

 

 

2   1

1  2

y x

y ax

 


 

  

 1   2y x   - ломаная с вершиной в точке  2;0 . 

 2   1y ax   - семейство прямых, проходящих через точку 

 0;1  с изменяющимся угловым коэффициентом a .  

 

При 1a   - одно решение;  нет решений при 1a  , когда 

прямая параллельна правой ветви ломаной.  
 

Одно решение, когда прямая 1y ax   проходит через 

точку  2;0C  : 
1

0 2 1
2

a a     . 

Нет решений при 
1

1
2

a  . 

 Два решения при 
1

1
2

a   . 

Прямая 1y ax   параллельна левой ветви ломаной при 

1a   . Тогда уравнение имеет одно решение. Далее при 

уменьшении значения 1a    уравнение также будет 

иметь одно решение. 
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Ответ: уравнение имеет единственное 

решение при      ; 1 0,5 1;a      .   

 
№9. 

 

При каких значениях параметра а уравнение 2 1x a x    имеет единственное решение?                                                                        

           
 
Решение: 
Решим уравнение графически. 

2
2 1

1

y x
x a x

y a x

 
    

 
. 

1y a x   - семейство «уголков» с вершиной  1;0  

и подвижными ветками. 
 

Уравнение имеет два решения, если 1a  . 

 
 
 
Одна точка пересечения графиков (одно решение), 

когда правая ветвь ломаной 1y a x   будет 

параллельна прямой 2y x   и 1a  . 

И далее, при уменьшении значения a  до 1  

уравнение также будет иметь одно решение. 

1 1a   . 

Уравнение не имеет решений, когда левая  

ветвь «ломаной» 1y a x   будет  

параллельна  прямой 2y x   и 1a   . 

Далее, при уменьшении значения a  до  , 

не будет общих точек у графиков, а значит, 
уравнение не будет иметь решений. 

1a   . 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

Ответ: при 1 1a    уравнение имеет 

единственной решение. 
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№10. Найти значения k, для которых уравнение 5 1 1x x kx     имеет единственное 

решение.  
          

Решение: 

 5 1 1; 5 1 1x x kx x x kx           

Решим уравнение графически. 

 

 

5 1 1  1

  2

y x x

y kx

    




 

Построим график уравнения (1). 

 

 

1 5 1 1, 3

1 5 5 1 1, 2 5

5 5 1 1, 5

1 3

5 5

x y x x y

x y x x y x

x y x x y

y

y

       

          

      



 

 

Графиком уравнения (2) y kx  является семейство 

прямых, проходящих через точку  0;0 . 

Уравнение имеет единственное решение при 0k  . 

Когда прямая y kx  проходит через точку  5; 5 ,  

то графики имеют две общие точки:  

5 5 1k k     . 

Три решения при 1 0k   ;  одно решение  при 

1k   . 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
Ответ: уравнение имеет единственное решение 

при    ; 1 0;k     . 
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№11. 

Найдите все значения а, для каждого из которых уравнение 2 6 2 8 12x x ax      имеет 

единственное решение.  
         

Решение: 

Решим уравнение 2 6 2 8 12x x ax       

графически: 

 
 

 

 

1) 2 6 2 8

; 3 ,  4 2

3;4 ,  14

4; ,  4 2

y x x

x y x

x y

x y x

   

     

  

   

 

2) 12y ax   - семейство прямых, проходящих  

через точку  0;12  с изменяющимся угловым 

коэффициентом. 

Прямая 12y ax   проходит через точку  4;14A : 

1
14 4 12,  2 4 ,  

2
a a a      

и через точку  3;14D  : 
2

14 3 12,  2 3 ,  
3

a a a      

. 

Прямая  12y ax  параллельна прямой 4 2y x  , 

значит  4a  . 

Прямая  12y ax  параллельна прямой 4 2y x   , 

значит  4a   . 

Нет решений: 
2 1

;
3 2

a
 

  
 

. 

Одно решение: 
2

3
a   , 

1

2
a  , 4a   и 4a   . 

Два решения: 
1

4
2

a   и 
2

4
3

a    . 

 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

Ответ:    
2 1

; 4 ; 4;
3 2

a
 

       
 

. 

 

 



75 
 

 

 Тест     8. Графический способ решения уравнений с модулем и параметром. 
              Кусочно-линейные функции 

 

 

№1. 
При каком значении m уравнение 8 8 36x m    имеет единственное решение?                                                                                                               

 

№2. 

 

Найти все значения параметра а, при которых графики функций 
4

4

x
y

x





 и  

2
y x a   

имеют одну общую точку.    
           

№3. 

 

Найдите все значения а, при каждом из которых уравнение 1 3 2x x a     имеет ровно 

один корень.    
          

№4. 

 

Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 3 2 3 1x x a       имеет 

единственное решение. 
 

№5. 

 

При каких значениях параметра а уравнение 3 5 10a x x    имеет ровно три корня? 

 

№6. 

 

Найти все значение а, при которых уравнение 
24 4

2

a
x x a   имеет четыре решения.        

  

№7. 

 

Найти значения k, для которых уравнение 3 4
3

x
x x k      имеет два решения.  

 

№8. 

 

Найти все значения а, при которых уравнение 4 2x ax    имеет единственное решение.                                                                                                              

 

№9. 

 

При каких значениях параметра а уравнение 1 3x a x    имеет единственное решение?           

 

№10. 

 

Найти все значения а, при которых уравнение 
1

2
1

x
ax a

x


   


 имеет два решения.   

 

№11. 

 

При каких значениях параметра а уравнение 2 1 3x a x     имеет единственное решение?      

 

 
№12. 

 

Найти значения k, для которых уравнение 2 3x x kx    имеет три решения  
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 Ответы (тест)  8. Графический способ решения уравнений с модулем  и параметром. 
                                Кусочно-линейные функции 

 

№1 №2 №3 №4 №5 №6 

36  3;5  -8; -4 
 

1,  3,  5a a a    6; 10 1
2;

8

 
  
 

 

№7 №8 №9 №10 №11 №12 

-6 и 
2

5
3

 
     ; 1 ; 0,5 ; 1;      1;1  3 1

;
2 2

 
  
 

 
1a   ; 1a   5

0;
3

 
 
 

 

 

 

 Решение (тест)  8. Графический способ решения уравнений с модулем  и параметром.  
                                Кусочно-линейные функции 

 

№1. 
При каком значении m уравнение 8 8 36x m    имеет единственное решение?                                                                                                               

 
Решение: 

 

8 8 36

8 8 0 8 8 0 1 ед. решение

36 0 36

x m

x x x

m m

  

      

   

 

Ответ: 36. 

 
 

№2. 

 

Найти все значения параметра а, при которых графики функций 
4

4

x
y

x





 и  

2
y x a   

имеют одну общую точку.    
           

Решение: 

 

 

 

2

2

2

4
,

4

4

1

4

1 нет решений

x
y y x a

x

x

y

y x a

x

y

y x a


  



  





 

  
  
  

 

  

2

2

.верш

y x a

y x a

x a

 

  

 

 

Вершина параболы находится в точке  5;0  и 

проходит через точку  4;1  - у графиков нет 

общих точек: 5,   5a a    . 

При движении вершины параболы вправо вдоль 

оси ox  до точки   3;0  парабола имеет с 

графиком  функции  
4

4

x
y

x





 ровно одну точку: 

3,  3a a    . 

Значит, графики функций имеют одну общую точку  

при  3;5 . 

 
 
 
 

 
 

 

Ответ:  3;5 . 
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№3. 
Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 1 3 2x x a     имеет ровно 

один корень.    
 
Решение: 

2 3 1x a x     

Решим уравнение графически 
2

3 1

y x a

y x

 


  

  

1)  2y x a   - «уголок» с подвижной вершиной 

;0
2

a 
 
 

  

3 1y x    - «уголок» с вершиной  3; 1 . 

Угловые коэффициенты ветвей ломаных не равны, 
значит, они не параллельны. 

2)  График 3 1y x    пересекает ось ox  в точках  

А и В. Найдем их абсциссы. 

3 1 4
3 1 0,   3 1,   ,  

3 1 2

x x
x x

x x

   
      

    
 

Уравнение имеет один корень, если вершина ломаной

2y x a   находится либо в т. А, либо в т. В. 

 2;0

0 2 2

4

A

a

a

  

 

  или   

 4;0

0 2 4

8

B

a

a

  

 

 

При движении ломаной 2y x a   слева до точки А 

и справа от точки В графики пересекаются в двух 
точках. Между точками А и В – нет точек пересечения. 

 
 

 
 
 

 
 

Ответ: уравнение имеет один корень при 

 8; 4a   . 
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№4. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 3 2 3 1x x a       имеет 

единственное решение. 
 

Решение: 

3 2 3 1x x a       

Решим уравнение графически 
3 2 3 1y x

y x a

     


 

  

1)  y x a   - «уголок» с подвижной вершиной  

 ;0a . 

3 2 3 1y x      - ломаная. 

Угловые коэффициенты ветвей ломаных равны,  
значит, они параллельны или совпадают. 
 

2)  Найдем абсциссы точек пересечения ломаной 3 2 3 1y x      с осью ox . 

 

3 2 3 1 0

3 2 3 1

5
3 2 3 1 3 2 4

1
3 2 3 1 3 2 2

3

x

x

x
x x

x
x x

x

    

   

       
   
           

 

 
 

При движении ломаной y x a   слева до точки  1;0  графики имеют одну общую точку, т.е. уравнение 

имеет одно решение: 1,   1вx a  . 

Когда вершина ломаной находится в точке  1;0 , будет бесконечное множество общих точек. 

От точки  1;0 до  3;0  - нет точек пересечения. 

Следующий раз единственная общая точка у графиков будет, когда вершина ломаной  y x a   совпадет с 

точкой  3;0 : 3,   3вx a  . От точки  3;0  до  5;0  нет точек пересечения. 

Когда вершина ломаной находится в точке  5;0 , будет бесконечное множество общих точек. 

Далее, при движении за точку   5;0  вправо графики будут  также иметь единственную общую точку: 

5,   5вx a  . 

Значит, уравнение имеет единственное решение при 1,  3,  5a a a   . 

Ответ: 1,  3,  5a a a   . 
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№5. При каких значениях параметра а уравнение 3 5 10a x x    имеет ровно три корня? 

 
 
Решение: 

Решим уравнение графически 
5 10

3

y x

y x a

  


 

  

1)  3y x a   - семейство прямых, параллельных прямой 3y x .  

    5 10y x   - ломаная. 

2)  Найдем абсциссы точек пересечения ломаной 

5 10y x   с осью x : 5 10 0 2x x     . 

Координаты точки пересечения с осью y :  0;10 .  

При движении графика 3y x a   снизу вдоль оси y до 

точки с координатами  2;0  общих точек с ломаной 

5 10y x   нет. Одна общая точка в точке  2;0 . 

Далее при движении до точки с координатами  2;0  – 

две общих точки. 
Уравнение имеет три решения, когда графики 
пересекаются в трех точках. Это происходит, когда прямая 

3y x a   проходит через точку  2;0 : 

 0 3 2 ,   6a a     . 

От точки  2;0  до точки  0;10  прямая пересекает 

ломаную четыре раза.  

Проходя через точку  0;10  прямая пересекает ломаную 

три раза:  10 0 ,  10a a   . 

При движении вверх за точку  0;10 , графики 

пересекаются два раза. 

Уравнение имеет ровно три корня при 6a   и 10a  . 

  

 
 Ответ: 6 и 10. 

 
 

 
 
 
 
 

 
 

.  
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№6. Найти все значения а, при которых уравнение 

24 4
2

a
x x a   имеет четыре решения.        

  
Решение: 

Решим уравнение графически 

24 4

2

y x a

a
y x

  



 


  

1)  
2

a
y x   - семейство прямых, 

 параллельных биссектрисе I и III четвертей.  

    
24 4y x a   - ломаная. 

2)  Найдем координаты точек пересечения ломаной 
24 4y x a   с осями координат:  

20,   4x y a    

2
20,   4 4 0

4

a
y x a x      .  

При движении прямой 
2

a
y x   снизу вдоль оси y  до точки А графики не имеют общих точек. 

Когда графики пересекаются в точке А, уравнение имеет единственное решение. 
Далее, при движении вверх до точки В, графики пересекаются в двух точках. 

Проходя через точку 

2

;0
4

a
B
 
 
 

, графики имеют три общие точки, а значит и уравнение имеет три 

решения. 

2

a
y x  ,  

2

0 0
4 2

a a
a      (не подходит, т.к. одно решение) или 2a   . 

При движении от точки В до точки С прямая пересекает ломаную четыре раза. 

 Проходя через точку  20;4C a , графики имеют три общие точки, а значит и уравнение имеет три 

решения. 

2

a
y x  ,  

24 0 0
2

a
a a     (не подходит) или 

1

8
a   . 

Далее, при движении вверх за точку С, графики пересекаются в двух точках. 

Уравнение имеет четыре решения при 
1

2;
8

a
 

   
 

. 

 

Ответ: 
1

2;
8
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№7. Найти значения k, для которых уравнение 3 4

3

x
x x k      имеет два решения.  

 
Решение: 

 

 

 

 

   

3 4 ;   3 4
3 3

3 4   1
3

7
1   3,   3 4 ,   3

3
3

5
1

33 4,   3 4 ,   
3

3;4

7
34,   3 4 ,   

3
4;

2
3 6,   4 5

3

Два решения: 

x x
x x k x x k

x
y x x

y k

x
yx

x y x x

x

x
yx

x y x x

x

x
yx

x y x x

x

y y

         


    


 


  

        
  


 

        
  


  

      
  

   

6
2

 т.к. ,  то  6;52
35

3

y

y k k
y

 
     

   


 

 
 

 

Ответ: -6 и 
2

5
3

. 

 

 

С 
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№8. Найти все значения а, при которых уравнение 4 2x ax    имеет единственное 

решение.                                                                                                              
 

  
Решение: 
 
  Решим уравнение графически. 

 

 

4   1

2  2

y x

y ax

  


 

  

 1   4y x   - ломаная с вершиной в точке  4;0 . 

 2   2y ax   - семейство прямых, проходящих 

через точку  0;1  с изменяющимся угловым 

коэффициентом a .  

Если 1a   , то левая ветвь ломаной и прямая 

параллельны, других общих точек нет  – нет 
решений. 

При 1a    - одно решение. 

Одно решение, когда прямая 2y ax   проходит 

через точку  4;0C : 
1

0 4 2
2

a a     . 

При 
1

1
2

a     нет решений. 

При 1a   правая ветвь ломаной параллельна 

прямой и есть одна общая точка прямой и левой 
ветви ломаной – одно решение. 

Два решения при 
1

1
2

a   ; при 1a   - одно 

решение. 

Получим, что при 1a   ,  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

Ответ: уравнение имеет единственное 

решение при      ; 1 0,5 1;a       .   
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№9. При каких значениях параметра a  уравнение 1 3x a x    имеет единственное 

решение?           
 

 
Решение: 
 
Решим уравнение графически. 

1
1 3 ;   

3

y x
x a x

y a x

 
   

 
. 

3y a x   - семейство «уголков» с вершиной  3;0  

и подвижными ветками. 
Одна точка пересечения графиков (одно решение),  

когда правая ветвь ломаной 3y a x   будет 

параллельна прямой 1y x   при 1a  . 

Уравнение имеет два решения, если 1a  . 

При уменьшении значения a  до 1  уравнение также 

будет иметь одно решение. 

1 1a   . 

Уравнение не имеет решений, когда левая  

ветвь «ломаной» 3y a x   будет  

параллельна  прямой 1y x   при 1a   . 

Далее, при уменьшении значения a  до  , 

не будет общих точек у графиков, а значит, 

 уравнение не будет иметь решений  при 1a   . 

Получим, что при  1;1a   уравнение имеет одно 

решение. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Ответ:  1;1a  . 
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№10. Найти все значения а, при которых уравнение 

1
2

1

x
ax a

x


   


 имеет два решения.   

 
Решение: 

   

 

   

 

   

 
 

 

1
2

1

1) 1 0,   1

1 2 1 ,  1 1

1

1 ,

1

2) 1 0,  1,  1 2 1 ,  1 3

3

1

1

1;1   1

1
1 2 ,   

3 12
1;3   ;

3 2 2
3 2 ,   

2

x
ax a

x

x x

a x a x

y

y a x

x

x x a x a x

y

y a x

x

y a x

a a

a

a a


   



   

     




 


 

          




 


 

  

    
 

     
 

    

 

 
 
 
 
 

При 
3

;
2

a
 

   
 

одно решение;  

два решения при 
3 1

;
2 2

a
 

   
 

; при 

1

2
a    одно решение; 

1
;0

2

 
 
 

 нет 

решений;  0;  одно решение. 

 

Ответ: два решения при 
3 1

;
2 2

a
 

   
 

. 
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№11. При каких значениях параметра a  уравнение 2 1 3x a x     имеет единственное 

решение?      
 

 
Решение: 
 
Решим уравнение графически. 

 

 

2 3   1
1 2 3;   

1          2

y x
a x x

y a x

    
     

 

. 

1y a x   - семейство «уголков» с вершиной  1;0  

 и подвижными ветками. 

2 3y x     - «уголок» с вершиной  2;3  и  

Ветвями, направленными вниз. 
Правая ветвь графика (1) проходит через вершина 

 1;0  графика (2). 

Если 1a   , то только одна общая точка   1;0  

значит, одно решение. 

Если 1a   , то правая ветвь графика (1) совпадает с 

правой ветвью графика (1), при этом их левые ветви 
параллельны – бесконечное множество решений. 

Если 1 1a   , то два решения, при 1a  - 

бесконечное множество решений, при 1a  -  одно 

решение. 
Получим, что уравнение имеет единственное 

решение при 1a    и 1a  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Ответ: 1a   ; 1a  . 
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№12. Найти значения k, для которых уравнение 2 3x x kx    имеет три решения  

 
Решение: 

 2 3x x kx     

Решим уравнение графически. 

 

 

2 3   1

  2

y x x

y kx

    




 

Построим график уравнения (1). 

 

 

2   2 3,   5

2 3  2 3,   2 1

3  2 3,   5

2 5

3 5

x y x x y

x y x x y x

x y x x y

y

y

        

        

     

  



 

Графиком уравнения (2) y kx  является семейство 

прямых, проходящих через точку  0;0 . 

Уравнение имеет единственное решение при 0k  . 

Когда прямая y kx  проходит через точку  3;5 ,  

то графики имеют две общие точки:  

5
5 3 ,   

3
k k  . 

Три решения при 
5

0
3

k  ;  одно решение  при 

5

3
k  . 

 
Ответ: уравнение имеет три решения при 

5
0;

3
k

 
 
 

. 

 

 

 
 

 

Ответ: уравнение имеет три решения при 
5

0;
3

k
 

 
 

. 
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9. Графический способ решения уравнений с модулем и параметром. 

Квадратичная функция 
 

 

 

 Примеры                                   
 

№1. 
При каких значениях a  уравнение 

2 4 3 0x x a    имеет два решения?   

          

№2. 

 

При каких значениях a  уравнение  3 5 0x x a    имеет ровно три решения? 

 

№3. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 
2 23 4 7 2 7x x a x x      

либо не имеет решений, либо имеет единственное решение. 
 

№4. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 
2 8 2 16x x x a     имеет ровно 

три различных решения. 
 

 
№5. 

 

При каких значениях a  уравнение 
2 4 5 3 1x x a x a      имеет ровно три корня? 
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 Решение (примеры)      9. Графический способ решения уравнений с модулем и 

                                      параметром. Квадратичная функция                                       
 

№1. 

 

При каких значениях a  уравнение 
2 4 3 0x x a    имеет два решения? 

 
 
Решение: 

 

     

 

   

2

2

2

2

2

2

2

4 3 0

4 3

4 3   1

1   )  4 0,  ; 2 2;

3 4,

3 9 9 25
,   4

2 4 2 4

)  4 0,   2;2

3 4

3 3 9 9 1
,   4 6

2 2 4 2 4

2 6,   2 6

1
Два решения 6 6;  6 ,  т.

4

в в

в в

x x a

x x a

y x x

y a

а x x

y x x

x y

б x x

y x x

x y

y y

y y

   

  

   




      

  

     

   

   


        



   

   

 

к. ,  то

1
6;6 6 ;  

4

y a

a



 
    

 

 

 
 

 

Ответ:  
1

6;6 ; 6 ;
4

 
  

 
. 

 
№2. 

 

При каких значениях a  уравнение  3 5 0x x a    имеет ровно три решения? 

 
 
Решение: 

   

   

    

    

 

1 2

3 5 0;   3 5

3 5   1

1  ) 3 0,  3  3 5

 3,  5;  1,  16

) 3 0,  3  3 5

3 0

Три решения

16 0,   16 0,   0 16

в в

x x a x x a

y x x

y a

a x x y x x

x x x y

б x x y x x

y

y a a

       

   


 

      

     

       

 

        

 

 
 
 
 

 

Ответ:  0;16 . 
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№3. 
Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение  

2 23 4 7 2 7x x a x x      

либо не имеет решений, либо имеет единственное решение. 
 
Решение: 

2 23 4 7 2 7x x a x x      

    

2

2 2

3 4 7 0

3 4 7 2 7

x x

x x a x x

   


    
  или

2

2 2

3 4 7 0

3 4 7 2 7

x x

x x a x x

   


     
 

 (1) 

2

7
1;  

3

5 7

x x

x x a


  


   

                (2) 

2

7
1

3

11 7

x

x x a


  

   

  

(1) Построим параболу 
25 7y x x    при  условии, 

что 
7

1,   
3

x x   . Координаты вершины 0,3вx      

7,45вy   . 

(2) Построим параболу 
2 11 7y x x     при  

условии, что 
7

1
3

x   . Координаты вершины 

11

2
вx     

1
37

4
вy  . 

Значения функции в точках перелома: 

 1,   1 5

7 7 2
,   27

3 3 9

x y

x y

    

 
  

 

  

Уравнение не имеет решений, либо имеет 

единственное решение при 5a   . 

 
 

 
 

 
Ответ: 5a   .  
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№4. 
Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 

2 8 2 16x x x a     имеет ровно 

три различных решения. 
 

Решение: 

Запишем уравнение в виде  
2

4 2x x a    и 

рассмотрим графики функций  
2

4y x   и 

2y x a  . График первой функции – парабола,  

график второй функции – угол с вершиной в точке 

 ;0a . Уравнение будет иметь три различных решения 

в следующих случаях. 
1) Вершина параболы совпадает с вершиной угла.  
2) Одна из сторон угла касается параболы 

В первом случае 4a  , и уравнение имеет три корня: 

2, 4, 6. 
Рассмотрим второй случай. Пусть правая сторона угла 

касается параболы. Уравнение  
2

4 2 2x x a    

должно иметь единственное решение. Приведем 

уравнение к стандартному виду 
2 10 16 2 0x x a    . 

 0,  25 16 2 ,   4,5D D a a     . 

Если параболы касается левая сторона угла, получаем 

уравнение  
2

4 2 2x a x   ; 
2 6 16 2 0x x a    . 

Оно имеет единственное решение, только если 3,5a   

 

 
 

 
Ответ:3,5; 4; 4,5. 
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№5. 
При каких значениях a  уравнение 

2 4 5 3 1x x a x a      имеет ровно три корня? 

 
Решение: 

2 4 5 3 1x x x a a       

 

 

2 4 5      1

3 1  2

y x x

y x a a

   


   

 

  2

2

1 2

1  4 5

4
2  2 4 2 5 9

2

0,   1  5

в в

y x x

x y

y x x

  


       

   

 

 2   3 1y x a a    угол с вершиной  

 ;3 1a a  , который движется по прямой, проходящей 

через точки  1;2  и  0; 1 . 

Угол 3 1y x a a     проходит левой веткой 

через точку   1;0A  и правой веткой еще два раза 

пересекает график  
2 4 5y x x    - три решения. 

3 1

0 1 4 1,   0

y x a a

a a

    

   
 

Угол 3 1y x a a     касается левой веткой 

графика 
2 4 5y x x    в точке  B  и правой веткой 

еще два раза его пересекает - три решения. 

 

2

2

2

4 5
;   

3 1

4 5 4 1

5 4 6 0,   0

25 4 4 6 49 16

49
49 16 0,   

16

y x x

y x a a

x x x a

x x a D

D a a

a a

    


    

      

    

    

  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ответ: 0 и 
49

16
.  
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 Тест     9. Графический способ решения уравнений с модулем и параметром.   
              Квадратичная функция                                       

 

 

№1. 
При каких значениях a  уравнение 

2 6 8a x x    имеет четыре решения?  

           

№2. 

 

При каких значениях a  уравнение  6 4 0x x a    имеет единственное решение?  

 

№3. 

 

Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 
2 25 4 1 5x x a x x      

либо не имеет решений, либо имеет единственное решение. 
 

 
№4. 

 

При каких значениях a  уравнение  
2 2 3 2 1x x a x a      имеет ровно три корня? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ответы (тест)         9. Графический способ решения уравнений с модулем и 

                                     параметром. Квадратичная функция                                       
 

№1 №2 №3 №4 

8 26a      ;0 ; 1;   0a   
0 и 

25

12
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 Решение (тест)     9. Графический способ решения уравнений с модулем и 

                                параметром. Квадратичная функция                                       
 

 

 

 

 

 

 

 

№1.  При каких значениях a  уравнение 
2 6 8a x x    имеет четыре решения?                   

 
Решение: 

2 2

2

6 8;  8 6

6

8

6
3,  9 18 9

2

Четыре решения:

0 18,  т.к. 8,  то

0 8 18 8 26

в в

a x x a x x

y x x

y a

x y

y y a

a a

     

  


 


     

   

     

 

 

 

Ответ:  8;26 .  

№2. 

 

При каких значениях a  уравнение  6 4 0x x a    имеет единственное решение?  

 
Решение: 

   

   

   

  

  

6 4 0,  6 4

6 4   1

1   6 4

6,   6 4
 

6,   6 4

x x a x x a

y x x

y a

y x x

x y x x

x y x x

      

   




  

   


    

 

 1 2 4 6
5,   5 6 5 4 1

2 2
в в

x x
x y

 
        

Уравнение имеет единственное решение при 

   ;0 1;a     

 
 

 
 

 
 

 

 
 

Ответ:    ;0 ; 1;  . 
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№3. 

Найдите все значения a , при каждом из которых уравнение 
2 25 4 1 5x x a x x      

либо не имеет решений, либо имеет единственное решение. 
 

 
Решение: 

 

  или  

 

 (1)                         (2) 

  

(1) Построим параболу  при  

условии, что . Координаты вершины 

   . 

(2) Построим прямую  при  условии, что 

. Значения функции в точках перелома: 

  

Уравнение не имеет решений, либо имеет 

единственное решение при 0a  . 

Ответ: 0a   

 
 

  
 

 
 

 
 
 
 

 
 

.  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 25 4 1 5x x a x x    

2

2 2

5 4 1 0

5 4 1 5

x x

x x a x x

   


    
2

2 2

5 4 1 0

5 4 1 5

x x

x x a x x

   


     

2

1
;  1

5

10 3 1

x x

x x a


  


   

1
1

5

5 1

x

x a


  

  

210 3 1y x x  

1
,   1

5
x x  

3

20
вx 

49

40
вy  

5 1y x 

1
1

5
x  

 

1 1
,   0

5 5

1,   1 6

x y

x y
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№4. 
При каких значениях a  уравнение  

2 2 3 2 1x x a x a      имеет ровно три корня? 

 
Решение: 

2 2 3 2 1x x x a a       

 

 

2 2 3      1

2 1  2

y x x

y x a a

   


   

 

  2

2

1 2

1  2 3

2
1  1 2 1 3 4

2

0,   1  3

в в

y x x

x y

y x x

  


       

   

 

 2   2 1y x a a    угол с вершиной  

 ;2 1a a  , который движется по прямой, проходящей 

через точки  1;1  и  0; 1 . 

Угол 2 1y x a a     проходит левой веткой 

через точку   1;0A  и правой веткой еще два раза 

пересекает график  
2 2 3y x x    - три решения. 

2 1

0 1 3 1,   0

y x a a

a a

    

   
 

Угол 2 1y x a a     касается левой веткой 

графика 
2 2 3y x x    в точке  B  и правой веткой 

еще два раза его пересекает - три решения. 

 

2

2

2

2 3
;   

2 1

2 3 3 1

3 3 4 0,   0

9 4 3 4 25 12

25
25 12 0,   

12

y x x

y x a a

x x x a

x x a D

D a a

a a

    


    

      

    

    

  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ответ: 0 и 
25

12
.  
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Справочные материалы 

Линейные уравнения 

 Уравнение вида 0ax b  , где a  и b  - некоторые постоянные, называется 

линейным уравнением. 

Количество корней линейного уравнения 

Один корень Нет корней Бесконечное множество 

корней 

0a  и b  - любое число 

b
x

a
    

0a   и 0b  

0 x b    

x   

0a   и 0b  

0 0x   

x   

                                       Квадратные уравнения 

  Уравнение вида 2  0ax bx c   , где , , a b c  некоторые числа  0a  ,  

    называется квадратным уравнением.  

                   Способы решения квадратного уравнения. 

     

Для любых 

коэффициентов 

Для четного 

коэффициента 

перед x  

Формулы Виета Неполное 

квадратное 

уравнение: 

0c  

Неполное 

квадратное 

уравнение: 

0b  
 

Дискриминант: 

2 4D b ac   

 

Если 0D , то 

уравнение имеет 

два различных 

корня: 

1, 2 2
b D

x
a

 
  

 

Если 0D , то 

уравнение имеет 

два совпадающих 

решения:

1 2 2
b

x x
a

  . 

Если 0D , то 

уравнение не имеет  

корней 

x . 

 

Дискриминант: 

2

4 2
D b

ac
 
 
 
 

   

 

Формула корней: 

1, 2
2 4
b D

x
a

 
  

 

 

 

 

0D  и 
1 2
, x x   

корни уравнения 

 

1 2

1 2

b
x x

a
c

x x
a

  

 
 

 

Если 1a  , то 

уравнение 

называется 

приведенным, тогда 

1 2

1 2

x x b

x x c

  

 
 

 

Если 

0a b c   , 

 то 
1

1x  , а 

2

c
x

a
 . 

 

 
2  0ax bx   

  0x ax b   

 

1
0x   

2

b
x

a
   

 

2  0ax c   

 

2

2

ax c
c

x
a

 

 
 

Если 0
c
a

  , то 

уравнение имеет 

два различных 

корня 

1,2

c
x

a
    

Если 0
c
a

  ,  

уравнение имеет 

один корень 

0x  ; 

Если  0
c
a

  , то 

уравнение не 

имеет корней 

x   
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Рациональные уравнения 

 Если одна часть уравнения – целое выражение, а другая - дробно-рациональное или 

обе части – дробно-рациональные выражения, то такое уравнение называют 

дробно-рациональным уравнением. 

 

 Алгоритм решения  дробно-рационального уравнения: 

1. Привести его к целому уравнению, умножив левую и правую части на общий 

знаменатель; 

2. Решить получившееся целое уравнение; 

3. Исключить из множества корней целого уравнения те корни, при которых 

обращается в нуль общий знаменатель дробей. 

 

 Дробь не имеет смысла, когда знаменатель обращается в нуль.  

ОДЗ – область допустимых значений переменной, входящей в уравнение. 

 

 Дробь равна нулю, когда числитель равен нулю, а знаменатель не равен нулю. 

 
 

 

 

0
0

0

f xf x

g x g x








 


 

 

Формулы сокращенного  умножения (ФСУ) 

1.   2 2a b a b a b     разность квадратов 

2.  
2

2 22a b a ab b     квадрат разности 

3.  
2

2 22a b a ab b    квадрат суммы 

4.   3 3 2 2a b a b a ab b      разность кубов 

5.   3 3 2 2a b a b a ab b    сумма кубов 

6.    
3

3 2 2 3 3 33 3 3a b a a b ab b a b ab a b          куб суммы 

7.    
3

3 2 2 3 3 33 3 3a b a a b ab b a b ab a b         куб разности 

 

Разложение квадратного трехчлена на множители 

  2
1 2

ax bx c a x x x x     , где 
1

x  и 
2

x  - корни квадратного трехчлена 

 


